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Wiesz juz, czym rozni sie iteracja od rekurencji. Przy rozwigzywaniu wielu problemow,
moga by¢ stosowane zamiennie.

Bywa jednak, ze rekurencja blednie uzywana jest przy rozwigzywaniu problemow, ktore nie
majg rekurencyjnego charakteru. Zrozumienie wad i zalet rekurencji wymaga umiejetnosci
tworzenia algorytmow w sposob rekurencyjny, dlatego warto przecwiczy¢ rozwigzywanie
problemo6w zaréwno za pomoca rekurencii, jak i iteracij.

W tym e-materiale porownasz metode iteracyjng oraz rekurencyjng i poznasz wady oraz
zalety kazdej z nich.

Wiecej przykladow, ¢wiczen i rozwiazan znajdziesz w Rekurencja a iteracja w zadaniach.

Ciekawi cig, jak wygladajg implementacje w innych jezykach programowania? Mozesz si¢
z nimi zapozna¢ w dwoch pozostalych e-materiatach z tej serii:

» Rekurencja a iteracja w jezyku Java,
» Rekurencja a iteracja w jezyku C++.

O tym, jak zagadnienie rekurenciji wyjasnia matematyka, przeczytasz w e-materiatach:

» Ciag okreslony rekurencyjnie,
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» Cigg geometryczny okreslony rekurencyjnie,

» Wz06r ogolny ciggu okreslonego rekurencyjnie,

o Ciag arytmetyczny okreslony wzorem rekurencyjnym.
Twoje cele

o Zapiszesz algorytm pozwalajacy obliczyc¢ silni¢ z wykorzystaniem metody iteracyjne;.
» Przeanalizujesz algorytm wykorzystywany do obliczania silni za pomocg metody
rekurencyjne;.

e PrzeSledzisz ograniczenia wykonywania funkcji rekurencyjnych w jezyku Python.
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Przeczytaj

Wyniki dziatania dwoch roznych funkcji rozwigzujgcych ten sam problem sg takie
same — niezaleznie od tego, czy zastosujemy mechanizm rekurencyjny, czy iteracyjny.
Odmienny jest natomiast sposob zapisu kodow funkcji oraz sposob ich dzialania.

Przekonamy si¢ o tym na przyktadzie dwoch funkcji obliczajacych wartosc¢ silni.

Silnia liczby n jest iloczynem wszystkich liczb naturalnych od 1 do n. Wyjatkiem jest

silnia liczby 0, ktora wynosi 1.

Wz6r rekurencyjny na obliczanie n! ma postac:

nl 1 dlan =0
" ln-(n—1) dlan>0

A oto wzOr iteracyjny:

nl=1-2-...-(n—-1)-n

Korzystajac z przedstawionych wzorow mozemy zdefiniowa¢ dwie wersje funkcji

obliczajace wartos¢ silni:
e wykorzystujaca mechanizm rekurencii;
Problem 1 R
e dzialajaca z uzyciem metody powtorzeniowej (iteracyjnej):
| Problem 2

| Problem 3 R
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Dla zainteresowanych

W najpopularniejszej implementaciji jezyka Python - CPython istnieje ograniczenie
liczby mozliwych do wykonania wywotan rekurencyjnych. Standardowo wynosi
ona 1000. Mozemy zmienic¢ te wielkoS¢, korzystajac z funkcji
setrecursionlimit() nalezgcej do modulu sys. Powinni$émy jednak pamietac,
ze we wszystkich systemach operacyjnych istniejg fizyczne ograniczenia liczby
wykonywanych operacji rekurencyjnych. Wynikajg one z ograniczen pamieci
przydzielanych dla stosu w roznych kompilatorach i systemach operacyjnych. Oto
przyklad wywolania zdefiniowanej wcze$niej funkcji rek_silnia( ) zakonczony
wygenerowaniem informacji o btedzie (p6zniej nastepuje zmiana limitu operacii,

dzieki czemu funkcja zwraca poprawny wynik):

# wykonanie funkcji bez modyfikacji limitu
rek_silnia(993)

Traceback (most recent call last):
File "<pyshell#8>", line 1, in <module>
rek_silnia(993)
File "/home/python/rek_silnia.py", line 5, in rek_silnia
return n * rek_silnia(n - 1)
File "/home/python/rek_silnia.py", line 5, in rek_silnia
return n * rek_silnia(n - 1)
File "/home/python/rek_silnia.py", line 5, in rek_silnia
return n * rek_silnia(n - 1)
[Previous line repeated 990 more times]
File "/home/python/rek_silnia.py", line 2, in rek_silnia
if n ==
RecursionError: maximum recursion depth exceeded in comparisol

# teraz modyfikujemy limit
import sys
sys.setrecursionlimit(1100)

# ponownie wykonujemy funkcje
rek_silnia(993)
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Dla zainteresowanych

Sprobujmy okresli¢c maksymalng liczbe operacji rekurencyjnych, ktore mozna
wykona¢ w naszym systemie operacyjnym. Oto przyktadowy program

sprawdzajacy te wielkoSc:
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# kod funkcji

# program domysSlnie dla Python 2 dostepny w internecie

# ponizej kod przygotowany dla Python 3

import sys
import itertools

class RecursiveBlowupl:
def __init__ (self):
self.__init__ ()

def test_init():
return RecursiveBlowupl()

class RecursiveBlowup2:
def __repr__(self):
return repr(self)

def test_repr():
return repr(RecursiveBlowup2())

class RecursiveBlowup4:
def __add__ (self, x):
return x + self

def test_add():

return RecursiveBlowup4() + RecursiveBlowup4()

class RecursiveBlowup5:
def __getattr__(self, attr):
return getattr(self, attr)

def test_getattr():
return RecursiveBlowup5().attr



class RecursiveBlowup6:
def __getitem__(self, item):
return self[item - 2] + self[item - 1]

def test_getitem():
return RecursiveBlowup6()[5]

def test_recurse():
return test_recurse()

def test_cpickle(_cache={}):
try:
import _pickle as cPickle
except ImportError:
print('"cannot import cPickle, skipped!")

return

1 = None

for n in itertools.count():
try:
1 = _cache[n]
continue # Already tried and it works, let's sa
except KeyError:
for i in range(100):
1= [1]

cPickle.dumps(l, protocol=-1)
_cache[n] =1

def check_limit(n, test_func_name):

sys.setrecursionlimit(n)

if test_func_name.startswith("test_"):
print( test_func_name[5:])
else:
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print(test_func_name)

test_func = globals()[test_func_name]

try:

test_func()
# AttributeError can be raised because of the way e.g. P
# silences all exceptions and returns NULL, which 1is usus
# as '"missing attribute".
except (RuntimeError, AttributeError):

pass
else:

print( "Yikes!")

limit = 1000

while 1:
check_limit(limit, "test_recurse")
check_limit(limit, "test_add")
check_limit(limit, "test_repr'")
check_limit(limit, "test_init")
check_limit(limit, "test_getattr")
check_limit(limit, "test_getitem")
check_limit(limit, "test_cpickle")
print ("Limit of %d is fine" % limit)
limit = limit + 100

# wynik dziatania dla systemu Linux 64-bity

#[...]
recurse
add
repr
init
getattr
getitem

cpickle



Limit of 16800 is fine
recurse

Process finished with exit code 139 (interrupted by signal 1:

Juz wiesz

Podsumujmy najwazniejsze elementy z tego e-materiatu:

e funkcja rekurencyjna wielokrotnie wywotuje samg siebie,

e wykonanie funkcji wywolywanej rekurencyjnie wymaga wigkszej iloSci
pamieci operacyjnej,

e w jezyku Python istnieje limit mozliwych do wykonania operacji

rekurencyjnych.

Stownik

iteracja

wielokrotne wykonywanie tych samych czynnosci

rekurencja

sytuacja, w ktorej funkcja wywoluje sama siebie az do napotkania przypadku

podstawowego



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Rozwiaz interaktywny quiz i sprawdz swojg wiedze.

Test

Rekurencja a iteracja w jezyku Python --- quiz

Poziom trudnosci: Limit czasu:
Interactivelest.di 8 min
fficultylLevel.easy

Twoj ostatni wynik:

Trwa wczytywanie...

Polecenie 2



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O ) @

Cwiczenie 1 @)
Napisz program, ktory metodg iteracyjng wypisze wszystkie liczby naturalne dodatnie
nie wieksze od podanej liczby n i podzielne przez 3 (w kolejnosci malejacej).
Przetestuj dziatanie programudlan = 18.
Specyfikacja:
Dane:

e n - liczba naturalna dodatnia

Wynik:

Program wypisuje cigg liczb naturalnych dodatnich, spetniajacych podane warunki

(w kolejnosci malejace;j).



Cwiczenie 2 Q®
Napisz program, ktory metodga rekurencyjng wypisze wszystkie liczby naturalne
dodatnie nie wieksze od podanej liczby n i podzielne przez 2 (w kolejnosci malejace;j).

Przetestuj dziatanie programudlan = 18.
Specyfikacja problemu:
Dane:
e n - liczba naturalna dodatnia
Wynik:

Program wypisuje wszystkie liczby naturalne dodatnie podzielne przez 2, ktére s3 nie

wieksze niz podana liczba. Program wypisuje liczby w kolejnosci malejace;.



Cwiczenie 3 @
Silniowy system pozycyjny jest pozycyjnym sposobem zapisu liczb naturalnych,
w ktérym mnozniki kolejnych pozycji sg definiowane przez silnie kolejnych liczb

naturalnych, przyktadowo:

(1220)) = (1-4) +(2-3) +(2-2) +(0-11) =24 +12+4 + 0 =40

Oto inny przyktad:

(543)(!) =56-30+14-2)+3-11)=30+8+3 =41
Zdefiniuj funkcje testowa(parametr), ktéra bedzie przelicza¢ warto$¢ podang
w postaci silniowej do postaci dziesietnej. Przyjmij, ze parametr nie moze sktadac sie
z wiecej niz 6 cyfr. Dla parametru mniejszego niz O lub wiekszego niz 999999 niech
funkcja zwraca wartos¢ False.
Specyfikacja problemu:

Dane:

e parametr - argument funkcji, bedacy liczbg w systemie silniowym; liczba

naturalna dodatnia, maksymalnie szeSciocyfrowa
Wynik:

Program wypisuje wartosc liczby parametr w systemie dziesietnym lub

warto$¢ False, gdy liczba parametr nie spetnia zatozen zadania.
Sprawdz funkcje dla nastepujacych testow:

e czy funkcja dla parametru mniejszego niz O lub wiekszego niz 999999 zwraca typ
bool,

e czy funkcja dla parametru z zakresu <1, 999999> zwraca typ int,



czy funkcja dla parametru 12345678 zwraca wartos¢ False,
czy funkcja dla parametru -0.001 zwraca warto$¢ False,
czy funkcja dla parametru 1220 zwraca wartos¢ 40,

czy funkcja dla parametru 3742 zwraca wartos$¢ 124.



Dla nauczyciela

Autor: Adam Jurkiewicz
Przedmiot: Informatyka

Temat: Rekurencja a iteracja w jezyku Python
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres podstawowy
i rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

III. Postugiwanie si¢ komputerem, urzadzeniami cyfrowymi i sieciami komputerowymi,
w tym: znajomosc¢ zasad dziatania urzadzen cyfrowych i sieci komputerowych oraz
wykonywania obliczen i programow.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.
Zakres podstawowy. Uczen:

2) stosuje przy rozwigzywaniu problemow z roznych dziedzin algorytmy poznane
w szkole podstawowej oraz algorytmy:

e) obliczania wartosci elementow ciggu metodg iteracyjng i rekurencyjng, w tym
wartos$ci elementow ciggu Fibonacciego.

3) wyrdznia w problemie podproblemy i charakteryzuje: metode potowienia, stosuje
podejscie zachtanne i rekurencie;

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:



8) dyskutuje na temat roli myslenia komputacyjnego i jego metod, takich jak:
abstrakcja, reprezentacja danych, dekompozycja problemu, redukcja, myslenie
rekurencyjne, podejScie heurystyczne w rozwigzywaniu problemow z réznych
dziedzin.

II. Programowanie i rozwigzywanie probleméw z wykorzystaniem komputera i innych
urzgdzen cyfrowych.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) projektuje i programuje rozwigzania probleméw z roznych dziedzin, stosuje przy
tym: instrukcje wejscia/wyjscia, wyrazenia arytmetyczne i logiczne, instrukcje
warunkowe, instrukcje iteracyjne, funkcje z parametrami i bez parametréow, testuje
poprawnos$¢ programow dla réznych danych; w szczegolnoSci programuje algorytmy
z punktu 1.2);

I +II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

3) objasnia, a takze porownuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujgc przy tym przyktady problemoéw i algorytmow,
w szczegolnosci:

b) rekurencje (do generowania ciggow liczb, potegowania, sortowania liczb,
generowania fraktali),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

» Zapiszesz algorytm pozwalajacy obliczyc¢ silni¢ z wykorzystaniem metody iteracyjne;.

» Przeanalizujesz algorytm wykorzystywany do obliczania silni za pomocg metody
rekurencyjne;.

e PrzeSledzisz ograniczenia wykonywania funkcji rekurencyjnych w jezyku Python.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
oprogramowanie dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersji), w tym PyCharm lub IDLE.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zajeé. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostepnia e-materiat:
»-Rekurencija a iteracja w jezyku Python”. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢
z treSciami w sekcji ,,Przeczytaj”

Faza wstepna:

1. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Nauczyciel prosi chetne lub wybrane osoby
o przypomnienie definicji iteracji i rekurencji. Pozostali uczniowie uzupetniajg ich
wypowiedzi lub przedstawiajg swoje propozycije.

2. Nauczyciel wySwietla uczniom temat zaje¢ oraz cele. Prosi, by na ich podstawie
uczniowie sformutowali kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach przygotowujg przyktady problemoéw rozwigzanych rekurencyjnie
oraz iteracyjnie. Chetne lub wybrane osoby przedstawiaja swoje rozwigzania i omawiajg
je. Nauczyciel prosi o ocene, ktore rozwigzanie wydaje im si¢ optymalniejsze.

2. Cwiczenie umiejetnosci. Uczniowie, pracujac w parach, wykonuja ¢wiczenie nr 1
z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel sprawdza poprawno$¢ pisanych kodow, porownuje je
i omawia wraz z uczniami. Wskazuje najbardziej efektywne rozwigzanie.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel ponownie wysSwietla na tablicy temat lekcji zawarty w sekcji
~Wprowadzenie” i inicjuje krotka rozmowe na temat zrealizowanych celow (czego



uczniowie si¢ nauczyli).
2. Nauczyciel prosi uczniow o podsumowanie zgromadzonej wiedzy w zakresie
programowania w jezyku Python.

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 1z sekcji ,Gra edukacyjna”
Materialy pomocnicze:

o Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersji).
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania PyCharm lub IDLE.

Wskazowki metodyczne:

» Gra edukacyjna moze zosta¢ wykorzystana do przeprowadzenia w klasie ligi
zadaniowe;.



