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Pole prostokata

Na rysunku przedstawiony jest typowy plan mieszkania, w ktorym pokoje majg ksztatt
prostokatny. Na brzegach rysunku podane sg dtugosci bokow prostokatow z rysunku. Na
postawie takiego planu mozemy policzy¢ powierzchni¢ kazdego pomieszczenia i calego
mieszkania. Mozemy na podstawie planu wyznaczy¢ ile ptytek kupi¢ do wylozenia podtogi
w lazience, ile zakupi¢ desek na podloge w salonie itp. Mozna tez okresli¢ ile farby
potrzebujemy na pomalowanie $cian, pod warunkiem, ze znamy wysokos¢ mieszkania, bo
przeciez $ciany, okna i drzwi sg tez prostokgtami.
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W tym materiale przedstawimy metody wyznaczania pol prostokatow.
Twoje cele

e Poznasz i udowodnisz wzor na pole prostokata o danych dtugosciach bokow.

e Zobaczysz, ze informacja o dtugosci przekatnejnie wystarcza do jednoznacznego
wyznaczenia prostokata.

e Poznasz i udowodnisz wzor na pole prostokata o danej dtugosci przekatneji danym
kacie miedzy przekgtnym.

» Zastosujesz wzory na pole prostokata w zastosowaniach praktycznych i zadaniach

matematycznych.



Przeczytaj

Na poczatek zajmiemy si¢ problemem mierzenia. Przy mierzeniu roéznych wielkosci
fizycznych stosuje si¢ jednostke tejwielkosci. Przy mierzeniu pola stosuje si¢ jako jednostke
podstawowg metr kwadratowy, a dla utatwienia wykorzystuje sie inne jednostki
kwadratowe: centymetr kwadratowy, ar, kilometr kwadratowy lub og6lnie kwadrat o boku

1 j, gdzie j jest jednostkg dlugosci.

Na opakowaniu puszki z farbg stosuje si¢ pojecie wydajnosci tzn., ile farby zuzywa si¢ na
metr kwadratowy powierzchni, panele podtogowe kupuje si¢ w metrach kwadratowych

itp.

Gdyby$my nie znali wzoru na pole prostokata to musielibySmy przyktada¢ wzorzec
w postaci kwadratu o bokach 1j x 1 jdo mierzonejpowierzchni i policzyc¢. Jest to do$¢
latwe do zastosowania w przypadku prostokatow o bokach catkowitych.

Przyktad 1
Stosujgc powyzsza metode wyznaczymy pole prostokata o bokach 3 i 5.

Rozwigzanie

Na rysunku widzimy, ze powstaly trzy warstwy po 5 jednostek kwadratowych w warstwie
lub rownowaznie pige¢ warstw po 3 jednostki kwadratowe.

Stad pole prostokata jest rowne 3 - 5 = 15 jednostek kwadratowych.

Dowody dotyczgce pola figur opieraja si¢ na nastepujacych wlasnosciach pola:
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Wiasnosé: pola
Niech Pr oznacza pole figury F. Wtedy:
1. figury przystajace maja rowne pola;
2. jezeli figura F} jest zawarta w figurze F; to Pp, < Pp;

3. jezeli Fy, Fy sa roztaczne, to pole ich sumy jest rowne sumie pol. Prawdziwa jest tez
ogolniejsza wlasnos¢, ze pole sumy figur jest rowne sumie ich pol odjg¢ pole ich

czesci wspolne;.

Aby wyprowadzi¢ uniwersalny wzor na obliczanie pola prostokata przyjmujemy, ze znamy
wzor na pole kwadratu P = a?, gdzie a jest bokiem kwadratu.

Twierdzenie: wzoér na pole prostokata, gdy znane sg dtugosci bokéw
Pole prostokata o bokach a, b jest rowne P = ab.

Dowadd

Bez straty og6lnosci mozemy przyjac, ze a < b. Popatrzmy na rysunek. Chcemy
wyznaczy¢ pole prostokata ABCD.

A a G b—a B
o) ) o
a a2
D H C
o O o
b—a (b—a)2
o O e
E I F

Budujemy kwadrat o boku b, a w nim zaznaczamy prostokat AEIG o bokach a, b. Wtedy
pole kwadratu sktada sie z kwadratu o polu (b — a)z, dwoch prostokatow o polu P, ktore
maja cze$¢ wspolng o polu a?.

Wtedy b2 = (b — a)? + 2P — a2,
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2P = b — (b—a)’ + a® = b* — b® + 2ab — a® + a® = 2ab.
Stad P = ab.
Przyktad 2

Obliczymy pole figury przedstawionej na rysunku.

Rozwigzanie
P=ab+dc—ac
Przyktad 3

Prostokaty F1 o bokach a1, b1 i F3» o bokach as, b2 sa podobne w skali k. Wyznaczymy
pole prostokata F»> w zaleznoSci od pola prostokata Fi.

Rozwigzanie

Pr, = as-by = ka1 - kby = k? - Pp,

Warto zauwazyc¢, ze pokazana w powyzszym przykiadzie zaleznosc¢ jest ogolng wiasnoscia
pol figur podobnych.

Przyktad 4
Korzystajgc z wzoru na pole prostokata wyznaczymy wzor na pole trojkata.

Rozwigzanie




Wezmy dowolny tréojkat ABC' i poprowadzmy wysoko$c¢ h oraz linie 13czgca srodki
dwoch bokow jak na rysunku.

Linia ta jest rownolegta do boku AB trojkata i dzieli wysoko$c¢ tréjkata na potowy.

Z wierzchotkow A i B prowadzimy proste prostopadte do podstawy, ktére przecinajg si¢
z linig Srodkowa w punktach I, J tak, ze czworokat ABJI jest prostokatem o bokach
dtugoéciai 2.

Wtedy trojkaty niebieskie s3 przystajace, podobnie trojkaty czerwone s3 przystajace. Stad
pole tréojkata ABC jest rowne polu prostokata ABJI, czyli P = %

Teraz odpowiemy na pytanie czy znajac dlugos¢ przekatnej mozna wyliczy¢ pole

prostokata.

Wpierw zalézmy, ze przekatne prostokata maja rowng dlugosc d, i dzielg si¢ w potowie.
Wtedy wierzchotki prostokata beda lezaty na okregu o promieniu % jak na rysunku.



Prostokat ABC'D i kwadrat AHCG maja réwne przekatne. To Swiadczy o tym, Ze istnieja
rozne prostokaty majgce rowne przekatne.

Ponadto, prostokat ABCD i kwadrat AHCG maja rézne pola.

Aby to pokaza¢, zauwazmy, ze w trojkacie ACG (ktorego pole jest rowne potowie pola
kwadratu) podstawq jest Srednica okregu d a wysokoS$cia jest promien okregu %.

Natomiast w tréjkacie ADC (ktérego pole jest rowne potowie pola prostokata) podstawa
jest srednica okregu d a dlugoscig wysokosci jest odlegtos¢ punktu D od $rednicy okregu.
Z wilasnosci okregu odlegltos¢ ta jest mniejsza od promienia i stad pole prostokata jest
mniejsze od pola kwadratu.

Powyzsze obserwacje wskazuja na to, ze aby wykorzysta¢ przekatng do wyznaczenia pola
prostokata nalezy dodac jeszcze jaki§ warunek.

Twierdzenie: wzor na pole prostokata, gdy znana jest dtugosé przekatnej i kat miedzy
przekatnymi

d?sino

Pole prostokata jest rtowne P = =, gdzie d jest dlugos$cig przekatneja a jest jednym
z katow miedzy przekatnymi prostokata.

Dowad

Na rysunku przedstawiony jest prostokat z zaznaczonymi katami mi¢dzy przekatnymi.
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Zastosujemy:

absin a

1. Fakt, ze pole trojkata jest rowne —5—, gdzie a, b s3 bokami trojkgta a a katem
mi¢dzy tymi bokami.
2. Fakt, ze sina = sin(180° — a).

Pole prostokata jest réwne:

P =2Pysp+2Pssp = 4 - dsina+ £ - Lsinf = L (sina+sin(180° — a)) =

_ d’sina
- 2

Przyktad 5

Wyznaczymy pole prostokata, ktorego przekatna ma dlugos¢ 20, a kgt miedzy przekatna
i jednym z jego bokéw jest rowny 30°.

A D

Rozwigzanie
Zalézmy, ze a = 30°.

Wtedy kat DS A jest rowny 180" — 2a = 120" i stad P = M = 100+/3.



Gdyby 8 = 30°. To wtedy kat C'SD jest rowny 180" — 23 = 120°.

Wynika stad, ze do rozwigzania zadania wystarczy informacja o mierze jednego kata
niezaleznie czy to jest a czy .

Kolejny przyktad pokazuje, ze informacja o dtugosci przekatneji zaleznosci miedzy bokami
rowniez pozwala na wyznaczenie pola prostokata.

Przyktad 6

Dtugos¢ jednego z bokow prostokata jest dwa razy wieksza od dtugosci drugiego boku
prostokata. Przekatna prostokgta ma dtugos¢ rowng 3. Obliczymy pole tego prostokata.

Rozwigzanie
Z warunkow zadania wynika, ze jesli jeden bok ma dtugosc¢ a, to drugi ma dlugosc¢ 2a.

Wtedy P = a - 2a = 2a2. Skorzystamy z twierdzenia Pitagorasa. a® + (2a)® = 5a2 = 9.
Stad a? = £. Zatem P = .

Przyktad 7

Obwod prostokata jest rowny 14, a jego pole jest rowne 12. Obliczymy dtugosci bokow
tego prostokata.

Rozwigzanie

Oznaczmy boki trojkata symbolami a i b. Obwod jest rowny 2a + 2b = 14. Pole jest rowne
ab = 12.

Trzeba rozwigza¢ uktad rownan.

a+b="7
ab =12

a=7—-0>
(7T —b)b =12
B +Th—-12=0

A=49-48=1

b= "5 =4,by="T1 =3
Zatem jeden z bokoéw ma dtugos¢ 3 a drugi - dltugosc 4.

Przyktad 8
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Zatozmy, ze w prostokacie podany jest kat a jaki tworzy przekatna prostokgta z bokiem a
oraz dtugosc¢ tego boku. Wyznaczymy pole tego prostokata, dtugos¢ drugiego boku,
dtugos¢ przekatneji kat miedzy przekatnymi.

A D

Rozwigzanie
tga = %,wi@c b=a-tga.

Stad P = ab = a? - tga.

a
cosa *

cosa = 4, wiecd =

Kat v na rysunku wynosi v = 180" — 2« a drugi kat miedzy przekatnymi wynosi
180° — v = 2a.

Przyktad 9

Wyznaczymy zaleznos$ci miedzy dtugo$ciami bokéw prostokata a, b i dlugoscig
przekatne;j d.

Rozwigzanie

7 twierdzenia Pitagorasa a? + b?> = d?. Stad

a=Vd—bb=+d—a%d=+a?+b.

Stownik
prostokat
czworokat, ktory ma wszystkie katy proste

kwadrat




prostokat, ktory ma wszystkie boki rowne



Schemat interaktywny

Polecenie 1

W schemacie interaktywnym sg pola do wpisania dtugosci bokow, dtugosci przekatnej oraz
miary kata miedzy przekatna i bokiem prostokata. Mozesz wpisa¢ wartosci w wybrane dwa
pola na ekranie. Wtedy wyliczone zostang wartosci pozostatych parametrow oraz katy miedzy
przekatnymi, pole i obwéd prostokata.

1. Jezeli wybierzesz bok i kat miedzy przekatna i bokiem, to w obliczeniach kat ten bedzie
traktowany jak kat miedzy przekatng i wybranym bokiem.

2. Jezeli wybierzesz przekatng i kat miedzy przekatng i bokiem, to boki prostokata zostang
wyznaczone jednoznacznie z doktadnoscia do kolejnosci.

3. Jezeli wybierzesz dwa boki, to zostang wyliczone dwa katy miedzy przekatng i bokiem.

4. Pamietaj, ze przekatna musi by¢ dtuzsza od obu bokéw oraz ze kat musi by¢ wiekszy od zera
i mniejszy od kata prostego.

5. Zwroc uwage, ze wyniki mogg by¢ podane w przyblizeniu.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DxXQ9voix

Cwiczenie 1

Rozwiaz test. Zaznacz poprawng odpowiedz.

Jezeli dane s3 dtugosci bokéw prostokata a, b to pole prostokata
wyznaczamy ze Wzoru:

o O O O
|—

Polecenie 2

Zbuduj algorytm obliczajacy parametry prostokata, zawierajacy pola do wpisania dtugosci
bokow, dtugosci przekatnej oraz miary kata miedzy przekatna i bokiem prostokata. Powienin
mie¢ mozliwos$¢ wyboru dwéch parametréw. Z podanych parametréw wyliczone zostang

wartosci pozostatych parametrow oraz katy miedzy przekatnymi, pole i obwdd prostokata.


https://zpe.gov.pl/a/DxXQ9voix

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1

Pole niebieskiego obszaru na rysunku jest rowne:

11

Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O 66

O 115

O 121

O 170




Cwiczenie 2

Pole niebieskiego obszaru na rysunku jest réwne:

Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O 50

O 46

O 53

O 56



Cwiczenie 3

Pole niebieskiego obszaru na rysunku jest réwne:

D
1
2
3 3
3
3
4

Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O 106

O 93

O 97

O 102




Cwiczenie 4 Q@

Na rysunku przedstawiony jest plan pewnego mieszkania.

Sposréd podanych wartosci wybierz te, ktére wskazujg przyblizone wartosci pola powierzchni
pomieszczen wyrazone w metrach kwadratowych i przenies$ te wartosci do odpowiadajacych
im pomieszczen (przeciggnij poprawne liczby do odpowiednich kétek).

11, 12,5, 27, 10, 5, 21, 29
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Cwiczenie 5 »

Ocen prawdziwos$¢ zdan, zaznaczajac prawde lub fatsz.

Zdanie Prawda Fatsz

Jesli jeden bok prostokata ma dtugosc a, a drugi b to pole O O
prostokata wynosi P = a - b.

Jesli jeden bok prostokata ma dtugos$¢ a, a przekatna O O
dtugos¢ d to pole prostokata wynosi P = a - d.

Jesli jeden bok prostokata ma dtugosc a, a przekatna
dtugosc d to pole prostokata wynosi P = a - vV d? — a?.

Jesli przekatna prostokata ma dtugos¢ d a miara kata
miedzy przekatnymi wynosi o to pole prostokata wynosi O O

P = %dQ sin o.




Cwiczenie 6
Obwadd prostokata jest réwny 10, dtugos¢ jego przekatnej 4/13. Oblicz pole tego prostokata.
Cwiczenie 7 @

Jezeli kazdy z bokéw prostokata zwiekszymy o 2 cm to pole zwiekszy sie 0 20 cm?. Oblicz
o ile zwiekszy sie pole tego prostokata, jesli kazdy z bokéw zwiekszymy o 3 cm.

Cwiczenie 8 @

Na dziatce o powierzchni 6 aréw stoi dom zbudowany na planie prostokata o wymiarach
12 m x 15 m. Jakg cze$¢ dziatki zajmuje ten dom?



Dla nauczyciela

Autor: Bogdan Staruch

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pole prostokata

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 1807,
w szczegoblnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°,45°, 60°.

VIIL. Planimetria.
Zakres podstawowy. Uczen:

4) korzysta z wtasnosci katow i przekatnych w prostokatach, rownolegtobokach, rombach
i trapezach;

11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkoéw w figurach
ptaskich oraz obliczania pol figur;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;
« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
« kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:

Uczen:

 definiuje i rozpoznaje prostokaty;



e zna wzory na pole prostokata, rowniez z wykorzystaniem sinusa kata miedzy bokiem
i przekatng i kata miedzy przekatnymi;
» wykorzystuje wlasnosci pola prostokgta w rozwigzywaniu zadan.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm;
e kognitywizm.

Metody i techniki nauczania:

e pogadanka;
 interaktywna aplikacja;
e burza moézgu.

Formy zaje¢:

e pracaindywidualna;
e pracaw parach.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen lub para
uczniow miala do dyspozycji komputer. Lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do
dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przeprowadza pogadanke na temat mierzenia pol.
2. Nauczyciel przedstawia temat lekcji i wspolnie z uczniami okresla kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie przy pomocy burzy mozgu przypominajg definicje i przyklady czworokatow
wklestych i wypuktych. Nastepnie formutujg cechy, ktore je roznia.

2. Nauczyciel prezentuje wyprowadzenie wzoru na pole prostokata P = ab.

3. Uczniowie rozwazaja problem, czy dtugo$¢ przekatnej wystarczy do wyznaczenia pola
prostokata.

4. Nauczyciel wyprowadza wzor na pole prostokata, gdy znana jest dtugos¢ przekatnej
i kat miedzy przekatnymi.

5. Uczniowie analizuja przykiady pokazujgce jak wyznaczy¢ pole prostokata na podstawie
informaciji o dtugosci przekatneji zaleznosci miedzy bokami.

6. Uczniowie utrwalajg wiadomosci korzystajac ze schematu interaktywnego.



Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie sprawdzajg nabyte umiejetnosci i wiedz¢ rozwigzujgc ¢wiczenia w sekcji
»Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel podsumowuje zajecia zwracajgc na moce i stabe strony pracy uczniow.

Praca domowa:

Uczniowie wykonujg plan swojego mieszkania i wyznaczaja pole powierzchni co najmniej
dwoch pokoi.

Materialy pomocnicze:
Pole figury
Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ schemat interaktywny na lekcji o polach czworokatow.
o Uczniowie mogg przed lekcjg wykorzysta¢ schemat do przygotowania sie do zajec.


file:///a/DdU3lNLxO

