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Zrodto: Nadine Shaabana, domena publiczna.

Czy wiesz, ze modele matematyczne pozwalajg przewidywac rézne zjawiska? Mozemy
przewidziec¢ dziatlanie wybranego ukladu, nawet nie majgc z nim stycznosci. Stosujac
modelowanie zamienimy m.in. zaawansowane procesy biologiczne i fizyczne na
upraszczajgce je wzory matematyczne.

Modelowanie matematyczne mozemy wykorzysta¢ np. do opisu rozwoju populacji r6znych
gatunkow zwierzat. W rzeczywistosci rozbudowany, niejednoptaszczyznowy proces
sprowadzamy do kilku czynnikow (m.in. szybkos$ci reprodukcji, tempa wymierania czy
calkowitejliczebno$¢ populaciji), miedzy ktorymi wystepuja okreslone korelacje. Wyniki
otrzymane dzigki gotowemu modelowi moga by¢ nieocenione dla np. programu ochrony
gatunkowejroélin i zwierzat.

W tym e-materiale wyjasnimy doktadniej, jak dziala i czym charakteryzuje si¢ modelowanie
matematyczne. Omowimy rowniez najwazniejsze fakty dotyczace liczby n, do ktorej
obliczania mozemy wykorzystywa¢ modele matematyczne np. metode Monte Carlo.

Twoje cele

» Wyjasnisz, czym jest modelowanie matematyczne.
» Przedstawisz historie oraz ciekawostki o liczbie n

» Przeanalizujesz, w jaki sposob wyznacza si¢ liczbe m.






Przeczytaj

Modelowanie matematyczne

Istote modelowania matematycznego mozemy uja¢ w nastepujacy sposob: jest to
przeniesienie rzeczywistoSci w Swiat matematyki. Zwykle celem takich dziatan jest
przeanalizowanie zachowan roznych uktadow, czy wynikow zachodzacych procesow oraz
porownanie ich z naszymi przewidywaniami i oczekiwaniami. Nawet jezeli model nie jest
dobrze odwzorowany i konkretne rezultaty znacznie roznig si¢ od tych pozadanych, to
zawsze istnieje mozliwos¢ przebudowy modelu i rozpoczecia analizy od poczatku.

Zwykle modele matematyczne s3 znacznie uproszczone w porownaniu do ich wzorcow

w rzeczywistosci. Pomniejsze, niewiele znaczace elementy danego procesu lub uktadu,
czesto nie sg uwzgledniane. Wynika to z faktu, ze ich wptyw na dziatanie modelu jest
nieznaczny, natomiast ich zastosowanie niesie ze soba ryzyko pojawienia si¢ dodatkowych
btedow. OczywiScie osiggniecie drugiej skrajnosci i stworzenie zbyt ogolnego

i uproszczonego modelu rowniez dalekie jest od ideatu. W duzej mierze na konstrukcje
naszego modelu wptywa posiadana przez nas ilo$¢ informacji oraz wiedza o tym, ktore
elementy wycinka rzeczywistosci sg znaczace dla naszych wynikow.

Skoro wiemy juz, czym wiasciwie jest model matematyczny, zastanéwmy sie jak takowy
stworzy¢. Z pewnoS$cig niezbedna jest analiza opisywanego elementu rzeczywistos$ci, tak
aby dowiedziec¢ sig, jakie informacje musimy uwzgledni¢ oraz jakie relacje pomiedzy nimi
zachodzg. W ten sposob bedziemy w stanie okresli¢ zmienne (odpowiadajgce naszym
informacjom) oraz np. funkcje (spetniajgce role relacji) wystepujace w konstruowanym
modelu.

Przeprowadzajac odpowiednie matematyczne dzialania czy manipulujgc wartosciami
naszych zmiennych, mozemy odwzorowywac rzeczywiste sytuacje, a takze zbierac
konkretne wyniki, ktore nastepnie poddamy analizie.

Przyktad 1

Zatozmy, ze planujemy przeprowadzi¢ modelowanie matematyczne dla pewnego,
rzeczywistego uktadu. Posiada on grupe roznych wiasciwosci, jednakze tylko trzy z nich
majg znaczacy wplyw na interesujace nas wyniki. Po przeprowadzonej analizie
ocenilisSmy, ze pomiedzy pierwszg i druga oraz drugg i trzecig wlasciwoscia zachodzg
pewne relacje. Przeanalizowana sytuacja prezentuje si¢ nastepujaco:
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Kolejnym krokiem bedzie przeniesienie przedstawionej sytuaciji do $wiata matematyki.
Nasze trzy wlasciwosci zostang zaprezentowane w postaci zmiennych, natomiast relacje
przemienimy na funkcje je odwzorowujace. Pozostate wlasciwosci uktadu majg
marginalne znaczenie dla naszych wynikow, wiec nie bedziemy ich uwzglednia¢. Po
skonstruowaniu modelu mozemy juz odpowiednio manipulowa¢ zmiennymi, tak by
otrzymac interesujgce nas rezultaty. Nastepnie poddamy je analizie.

Zmienna 1 Zmienna 2 Zmienna 3

:

Wyniki, ktére
bedziemy analizowa¢

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Metoda Monte Carlo



Ciekawym przyktadem modelowania matematycznego jest metoda Monte Carlo. Stuzy ona
do tworzenia modeli bardzo skomplikowanych procesow, gtbwnie matematycznych — np.
catkowania. Co istotne, zmienne opisujgce model w przypadku metody Monte Carlo sg
zawsze dobierane losowo. Warto zaznaczy¢, ze opisywane modelowanie jest istotne nie
tylko dla matematykow. Biznesmeni i ekonomisci wykorzystuja je do zarzadzania ryzykiem
rynkowym, dzigki czemu s3 w stanie lepiej oceni¢ swoje szanse na ewentualne straty
w roznych warunkach.

Wazne!

Metode Monte Carlo mozemy wykorzysta¢ rowniez do obliczania wartosci liczby n!

Liczba pi

Jak wiadomo liczba pi to stata bedaca stosunkiem obwodu kota O do dtugosci jego Srednicy

d.
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0
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Zazwyczaj podczas obliczen przyjmujemy jej przyblizong warto$¢ rowng 3,14, chociaz
obecnie znamy ja z dokladnoscig okreslang w trylionach miejsc po przecinku. Zwykle
przedstawiana jest z uzyciem greckiejlitery n. Przyblizmy sobie historie¢ tejliczby oraz
metody jej wyznaczania.

Ciekawostka

Dopiero okoto 300 lat temu walijski matematyk William Jones wprowadzit do uzytku
symbol i, ktory nastepnie spopularyzowany zostat przez szwajcarskiego

uczonego Leonharda Eulera.

Ciekawostka

14 marca, w dniu urodzin Alberta Einsteina obchodzimy Swieto liczby pi.
W amerykanskim systemie zapisu dat miesigc zajmuje pozycje przed dniem. Wspomniana

data zapisywana jest jako 3.14, czyli tyle ile wynosi przyblizona warto$c¢ liczby pi.

Historia liczby pi

Historia liczby pi siega tysiecy lat wstecz i operowali nig juz starozytni Babilonczycy oraz
Egipcjanie. Nawet w starym testamencie, przy opisie wznoszenia Swiagtyni Salomona
znajdziemy wzmianki sugerujace, ze 6wczesna ludnos¢ zdawata sobie sprawe z istnienia
opisywanej statej, a za jej warto$¢ przyjmowata cyfre 3. Troche dokladniejsi byli Egipcjanie
przyjmujacy warto$¢ okoto 3,16.



Wielki krok naprzod poczynit w IIl wieku p.n.e. Archimedes, ktoremu udato si¢ poprawnie
obliczy¢ warto$c¢ liczby pi do dwoch miejsc po przecinku. Uczynit to, aproksymujac koto
96-katami foremnymi - wyliczyl obwody takiego wielokata wpisanego w koto i opisanego na
kole. Pomiedzy obliczonymi warto$ciami znajdowata si¢ liczba pi.

W pierwszych wiekach naszej ery prym w zwiekszaniu doktadnosci obliczen wiedli
Chinczycy. W III wieku Liu Hui uzyskat warto$¢ liczby pi do czterech miejsc po przecinku,
natomiast 200 lat p6zniejjego rodak Zu Chongzhi poszerzyt znane rozwiniecie o trzy
kolejne miejsca.

Prawdziwy przetom zanotowal natomiast szesnastowieczny niemiecko-holenderski
uczony Ludolph van Ceulen, ktory obliczyt opisywang stala z doktadnoscia do 35 miejsc po
przecinku. Jego wynik byl oczywiscie poprawiany w nastepnych latach, a obecnie kolejni
pasjonaci liczby pi bijg rekordy w szacowaniu doktadnosci zapisu — do dziesigtek trylionow
miejsc po przecinku.

Ciekawostka

Liczba pi czesto nazywana jest Ludolfing od imienia niemiecko-holenderskiego
matematyka Ludolpha van Ceulena, ktory wyznaczyl ja z doktadnoscia do 35 miejsc po

przecinku.

Wyznaczanie liczby pi

Metod wyznaczania liczby pi jest wiele i w historii matematyki zmieniaty sie one
niejednokrotnie. Niegdys wykorzystywano gtownie wielokaty foremne, jeden wpisany

w koto, drugi opisany na kole. W ten sposob uzyskiwano przedziat, w ktorym zawarta byta
wartos¢ n. Im wiecej katow miat wielokat, tym doktadniejszy wynik otrzymywaliSmy.
Przyktad 2

Zatozmy, ze posiadamy koto o promieniu r oraz pieciokat foremny opisany na tym kole

(dtugosc¢ boku a), a takze pigciokat foremny wpisany w to koto (dtugo$¢ boku b).
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Nasz przedzial ograniczajacy wartos$¢ liczby pi bedzie prezentowat sie nastepujaco:
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Nie tylko z uzyciem geometrii mozemy wyznacza¢ warto$c¢ liczby pi, mozliwe jest rowniez

skorzystanie z m.in. ciggow. Jako przykiad postuzy nam pochodzacy z 1674
roku naprzemienny szereg Leibnitza.
Przyktad 3
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Podany sposob jest wygodniejszy i szybszy od poprzedniej metody z uzyciem wielokatow,
jednakze nie jest on idealny. W celu uzyskania wigkszej doktadnosci (rzedu ok. 10 miejsc
po przecinku) musimy wykonac¢ dziesiatki tysiecy zsumowan. W czasach, gdy nie byto

kalkulatoréw, takie obliczenia mogly zaja¢ nawet miesigce czy lata.

Obecnie obliczanie liczby pi odbywa si¢ za posrednictwem programow komputerowych,
takich jak np. y-cruncher. Do osiggni¢cia wspominanych wcze$niej niebotycznych
dokladnosci jest wymagany przede wszystkim odpowiedni sprzet.

Ciekawostka

W 1888 roku wiejski lekarz ze stanu Indiana - Edwin Goodwin oglosit, ze dzieki
nadprzyrodzonym mocom jest w stanie okresli¢ doktadng miare kota. Dazyt nawet do




wprowadzenia ustawy obejmujacej jego wyniki matematyczne prawami autorskimi.
Ostatecznie jego dazenia zostaly przerwane przez profesora matematyki, ktory
stwierdzil, ze otrzymane przez lekarza rezultaty nie s3 zgodne ze znang wartos$cig liczby

pi.

Stownik
aproksymacja

przyblizenie rozwigzania wybranego, czesto skomplikowanego problemu np. przebiegu
zjawiska fizycznego. Opisywany problem przedstawiamy zazwyczaj jako funkcje
nazywang funkcja aproksymowang, natomiast jej przyblizenie to tzw. funkcja
aproksymujaca. Gtownym celem aproksymacii jest uproszczenie problemow, ktorych
rozwigzywanie jest utrudnione lub uniemozliwione ze wzgledu np. na niedostateczne
narzedzia analityczne. Przeprowadzone przyblizenia powinny nie tylko zmniejszac
ztozono$¢ rozpatrywanego problemu, ale jednoczes$nie gwarantowac okreslong,
wystarczajacg doktadnos$¢ wynikow. Efektem ubocznym procesu aproksymacii sa btedy
aproksymaciji.

zmienna

w matematyce jest to symbol reprezentujgcy wartos¢, ktora moze ulega¢ zmianom. Same
zmiany oraz ewentualny przedzial wartosci (ktore moze przyjmowa¢ zmienna) zalezne sg
od rozpatrywanego problemu lub eksperymentu, w ktérego przestrzeni funkcjonuje dana
zmienna. Jednym z najprostszych przyktadow zmiennej moga by¢ argument i wartos¢
funkciji.




Aplet




Polecenie 1

Poczatkowe cyfry doktadnego rozwiniecia liczby it mozna zauwazy¢ w idealnie sprezystych
zderzeniach dwdch klockéw. Klocki te zderzajg sie ze Sciang i ze sobg nawzajem. Jesli stosunek
masy dwoch klockéw jest n-tg potega liczby 100, to liczba kolizji wygeneruje n pierwszych
cyfr rozwiniecia liczby . Jest to jeden z najbardziej zaskakujacych wynikéw uzyskanych

w wyniku symulacji kinematycznych.

Uruchom aplet przedstawiajacy symulacje zderzen idealnie sprezystych dwoch klockow.
Sprawdz, czy uzyskany wynik rzeczywiscie pokrywa sie z cyframi rozwiniecia dziesietnego
liczby .

Obstuga symulacji:

W polu z etykietg Liczba cyfr mozesz wprowadzi¢ z klawiatury pozadang liczbe cyfr
rozwiniecia n z przedziatu [1, 9]. Swdj wyboér zatwierdzasz przyciskiem enter — uruchomi on
ponowng symulacje zderzenia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DOxZSIFLa

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Wstaw odpowiednie stowa w tekst, aby powstate zdania byty prawdziwe.

__________________________________________

‘ liczby pi ’ ‘ wielokatow foremnych ’ ‘ rzeczywistosci ’ ‘ jezyka matematycznego ’

‘ matematyczne ’

Cwiczenie 2
Wskaz, ktére z podanych postaci zwigzane byty z liczba pi.

(] Euklides

(] Carl Friedrich Gauss

(] Ludolph van Ceulen

(] LiuHui

(] Archimedes

Cwiczenie 3
Wskaz, jak inaczej nazywa sie liczbe pi.

() Liczba van Ceulena

() Ludolfina

() Liczba Archimedesa

() Leopoldina




Cwiczenie 4
Wskaz, kiedy obchodzimy swieto liczby pi.

(] 4 pazdziernika

(] 3marca

(] 14 marca

(] w dniu urodzin Alberta Einsteina

Cwiczenie 5
Wskaz prawidtowe dokonczenie zdania.

Przy wyznaczaniu wartosci liczby pi z uzyciem wielokatéw foremnych...

‘ wieksza liczba katéw figury zapewnia mniejsza doktadno$é otrzymanej wartosci. [ | ’

‘ wieksza liczba katéw figury zapewnia wieksza doktadno$é otrzymanej wartosci. [ | ’

‘ liczba katéw figury nie ma wptywu na doktadno$é otrzymanej wartosci. [ | ’

Cwiczenie 6 @

Potacz przedstawione postacie z informacjg o tym, z jakg doktadnos$cig wyznaczyty liczbe pi.

Ludolph van Ceulen 2 miejsca po przecinku
Zu Chongzhi 35 miejsc po przecinku
Archimedes 7 miejsc po przecinku

Liu Hui 5 miejsc po przecinku



Cwiczenie 7
Wskaz, co przedstawia wzor.

i Bt 32 2.2 1
1= X moT -1 3ts Tt

() szeregd'Alemberta
() szeregArchimedesa
() naprzemienny szereg Leibnitza

() szereg geometryczny

Cwiczenie 8
Wskaz, ktére zdanie na temat modelowania matematycznego jest nieprawdziwe.

Model matematyczny musi uwzglednia¢ kazdy, nawet najmniejszy szczegot

O

opisywanego zjawiska.

Przedstawienie rzeczywistosci z uzyciem modeli matematycznych czesto bywa
uproszczone.

() Pomiedzy danymi rzeczywistego uktadu moga zachodzi¢ konkretne relacje.

W modelu matematycznym wtasciwosci rzeczywistego uktadu prezentowane sg
w postaci zmiennych.



Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Wstep do modelowania matematycznego

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

I +II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

3) objasnia, a takze poréwnuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujgc przy tym przyktady problemoéw i algorytmow,
w szczegolnosci:

h) metode Monte Carlo (obliczanie przyblizonej wartoSci liczby 7, symulacja ruchow
Browna),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e Wyjasnisz, czym jest modelowanie matematyczne.



o Przedstawisz historie oraz ciekawostki o liczbie n
o Przeanalizujesz, w jaki sposob wyznacza si¢ liczbe m.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
« metody aktywizujgce (burza mozgow).

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie przygotowuja ciekawostki dotyczace liczby n, jej obecnosci w sztuce,
przyrodzie etc.

2. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostepnia e-materiak:
»Wstep do modelowania matematycznego”. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢
z treSciami w sekcji ,,Przeczytaj”

Faza wstepna:

1. Uczniowie poréwnujg znalezione przez siebie ciekawostki dotyczace liczby m; zapisuja
je na tablicy w formie mapy mysli.

2. Nauczyciel prosi wybrang osobe o odczytanie tematu lekcji, a nastepnie okresla cele
i kryteria sukcesu.

3. Prowadzacy prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycije pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpia swoje pomysty,
a pozostaty jakie§ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.



Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wyswietla zawartosc¢ sekciji ,Przeczytaj”. Na forum klasy uczniowie analizuja
przedstawione w niej Przykiady 1, 2 3.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Aplet”. Uczniowie
wspolnie zapoznajg si¢ z jego tres$cig. Zapisujg ewentualne problemy i pytania. Po czym
nastepuje dyskusja, w trakcie ktorejnauczyciel wyjasnia niezrozumiate tresci.

3. Cwiczenie umiejetno$ci. Liga zadaniowa - uczniowie wykonuja indywidualnie na czas
¢wiczenia nr 1-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum.

Faza podsumowujaca:

1. Na koniec zaje¢ nauczyciel raz jeszcze wySwietla na tablicy temat lekcji i cele zawarte
w sekcji ,Wprowadzenie” W odniesieniu do ich realizacji dokonuje szczegotowejoceny
rozwigzania zastosowanego przez wybranego ucznia.

Praca domowa:

1. Uczniowie przygotowuja notatke na temat tego, jak modelowanie matematyczne jest
wykorzystywane w biologii, ekonomii lub fizyce.

Wskazowki metodyczne:

o Tresci w sekcji ,Przeczytaj” mozna wykorzystac jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy uczniow.



