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Wzajemne potozenie dwoch okregdow na ptaszczyznie
kartezjanskiej
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‘ Zrodto: dostepny w internecie: pixy.org, domena publiczna.

W ilu punktach moga przecinac si¢ dwa okregi na ptaszczyznie kartezjanskiej? Czy mozliwe
jest, aby dwa okregi przecinaty si¢ w trzech lub nieskonczenie wielu punktach? W tej lekcji
poznamy odpowiedzi na te pytania. Bazujgc na czesci teoretycznejoraz przedstawionych
przykladach, rozwigzemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

o Okreslisz wzajemne potozenie okregow na plaszczyznie kartezjanskie;j.

o Wyznaczysz warunki, jakie muszg speinia¢ odleglosci miedzy srodkami oraz dtugosci
promieni tak, aby okregi byly styczne, przecinajgce sie¢ lub roztaczne.

e Obliczysz wartosci parametrow w badaniu wzajemnego potozenia okregow.




Przeczytaj

Okrag na ptaszczyznie kartezjanskiej opisujemy za pomoca rownania. Wyr6zniamy dwie
postacie tego roOwnania:

e réwnanie okregu w postaci ogélnejz? + y* — 2ax — 2by + ¢ = 0, gdzie promien
okregu obliczamy ze wzoru r = v a? + b? — ¢, za§ punkt S = (a, b) jest srodkiem
okregu,

 réwnanie okregu w postaci kanonicznej (z — a)2 + (y — b)2 = r?, gdzie r nazywamy
promieniem okregu, za$ punkt S = (a, b) Srodkiem okregu.

Wzajemne potozenie dwoch okregdéw na ptaszczyznie kartezjanskiej

Zalozmy, ze mamy dane dwa okregi na ptaszczyznie kartezjanskiej. Wprowadzmy
oznaczenia:

S1, 82 - $srodki okregow,
r1,T2 - promienie okregow.
1. Okregi styczne wewnetrznie lub zewnetrznie.

Okregi sg styczne wewnetrznie, gdy odlegtos¢ migedzy ich srodkami jest rowna wartosci
bezwzglednejréznicy ich promieni:

|51S2| = |r2 — 71

Na rysunku przedstawiono okregi styczne wewnetrznie o rownaniach:
(z—3)>+ (y — 4)* = 9 oraz (z — %)2 +(y—4)7 = 2, skad otrzymujemy:
S1 = (3,4) orazr; = 3,

Sy = (%,4) oraz ry — %
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Okregi sa styczne zewnetrznie, gdy odleglo$¢ miedzy ich srodkami jest rowna sumie ich
promieni:

1S1Ss| = 71 + 7.

Na rysunku przedstawiono okregi styczne zewnetrznie o rownaniach:
(z —3)° + (y — 4)* = 9 oraz 2 + ? = 4, skad otrzymujemy

S1 =(0,0) orazr; = 2,

Sy = (3,4) orazry = 3,
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2. Okregi rozlaczne wewnetrznie lub zewnetrznie.

Okregi sa roztaczne wewnetrznie, gdy odleglos¢ pomiedzy ich srodkami jest mniejsza niz
warto$¢ bezwzgledna roznicy ich promieni:

151Ss| < |re — 7).

Na rysunku przedstawiono okregi roztagczne wewnetrznie o rownaniach:
(z—3)>+ (y— 4)* =9 oraz (z — 2)° + (y — 4)* = 2, skad otrzymujemy
S1 = (3,4) orazr; = 3,

Sy = (2,4) oraz e = V2.
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Okregi sg roztaczne zewnetrznie, gdy odlegtos¢ miedzy ich srodkami jest wigksza niz suma
ich promieni:

15152 > r1 + 7o

Na rysunku przedstawiono okregi roztaczne zewnetrznie o rownaniach:
22 + 32 = doraz (z — 3)> + (y — 4)* = 2, skad otrzymujemy

S1 =(0,0) orazr; = 2,

Sy = (3,4) oraz e = V2.
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3. Okregi przecinajace sie.

Okregi przecinaja si¢ w dwoch punktach, gdy odlegtos¢ miedzy sSrodkami okregow jest
wieksza od warto$ci bezwzglednej réznicy ich promieni i mniejsza od sumy ich promieni:

|7y — o] < |S182| <71+ 7o

Na rysunku przedstawiono okregi przecinajace si¢ o rownaniach:
(z —3)° + 4% = 4 oraz 22 + y* = 9, skad otrzymujemy

S1 =(0,0) orazr; = 3,

Sy = (3,0) orazry = 2.
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Z opisanych wyzej mozliwosci wzajemnego potozenia dwoch okregdéw na plaszczyznie
kartezjanskiej wynika pewna wtasnosc¢.

Wiasnos¢: Liczba punktéw wspélnych dwéch okregow.
Dwa okregi na ptaszczyznie kartezjanskiej maja:

e 0 punktow wspolnych, gdy sg roztagczne wewnetrznie lub zewnetrznie,
e 1 punkt wspdlny, gdy sa styczne wewnetrznie lub zewnetrznie,

e 2 punkty wspolne, gdy sie przecinajg,

» nieskonczenie wiele punktow wspolnych, gdy sie pokrywaja.

Ciekawostka

Okregi o wspolnym Srodku nazywamy okregami wspotsrodkowymi. Zaliczamy je do grupy
okregow roztacznych.

Na rysunku przedstawiono okregi o rownaniach:
(z —2)* + 42 = 9oraz (z — 2)* + y? = 4, skad otrzymujemy

51252:(2,0),7’1 :2iT2:3.




YA

(1) T1

Do analizy wzajemnego potozenia okregoéw na plaszczyznie kartezjanskiej wykorzystamy
wzor na odlegto$¢ dwoch punktow o wspotrzednych A = (z1,y1) i B = (x2, y2).

Wowczas: |AB| = \/(:Bz —21)" + (32 — 1)
Przyktad 1

Zbadamy wzajemne potozenie okregoéw zadanych rownaniami w postaci kanoniczne;j:
(x+2)2+12=4i(z+1)>+ (y—4)>° =5.

Rozwigzanie:

Ustalmy $rodki i promienie okregow. Mamy:
S1 =(—2,0) oraz r; = 2,

Sy = (—1,4) oraz 5 = /5.

Obliczmy odleglos¢ pomiedzy Srodkami tych okregow:

15152| = \/(—1 +2)° + (4-0)° = VI7.
Wyznaczmy sume oraz roznic¢ promieni:
r 41y =2++/borazry —r; = /5 — 2.

Poniewaz zachodzi warunek |ry — r1| < |S1S| < 71 + 79, zatem okregi przecinajg si¢
w dwoch punktach.

Przyktad 2
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Zbadamy wzajemne potozenie okregow zadanych rownaniami:
22 —2x+ 1P +2y—2=0orazz® + 4z + > —4y+7=0.

Rozwigzanie:

ROwnanie pierwszego okregu mozemy zapisa¢ w postaci (z — 1)° + (y + 1)* = 4,
a drugiego okregu w postaci (z + 2)® + (y — 2)® = 1.

Srodki i promienie tych okregéw wynosza odpowiednio:
S1 =(1,—1) orazr; = 2,
Sy = (—2,2) orazry = 1.

Obliczmy odleglo$¢ pomiedzy srodkami tych okregow:

S8 = /(2 = 12 + (2+1)* = 3v2,

Zauwazmy,zer; +re =2+ 1= 3.

Poniewaz zachodzi warunek |S1.S3| > r; + 7o, zatem okregi sa roztaczne zewnetrznie.

Jezeli mamy dane rownanie okregu w postaci ogolnej, wowczas mozemy wyznaczyc jego
Srodek i promien, korzystajac ze wzorow.

Przyktad 3

Zbadamy wzajemne potozenie okregow zadanych rownaniami: z? + (y + 1)2 = 4 oraz
22 +4x + 1> — 2y —20 = 0.

Rozwigzanie:
Srodek oraz promien pierwszego okregu wynosza:
Sl == (O, —1)i’l"1 = 2.

Do wyznaczenia srodka i promienia drugiego okregu wykorzystamy wzor na rOwnanie
okregu w postaci ogolnej z? + y?> — 2ax — 2by + ¢ = 0 oraz wzor na promien

r=+va +b —c

Otrzymujemy:

—2a =4oraz —2b = —2,codajea=-2ib=1
Srodek okregu ma zatem wspotrzedne Sy = (—2, 1).

Promien okregu obliczymy po podstawieniu do wzoru:
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r2:\/(—2)2+12+20:\/%:5

Obliczmy odleglo$¢ pomiedzy srodkami tych okregow:

918, = /(=2 = 0)* + (1 +1)* =22

Zauwazmy, ze |rs — 11| =5 — 2 = 3.

Poniewaz |S1S52| < |r2 — r1], zatem okregi sg rozlgczne wewnetrznie.

Majac dane rownanie okregu z parametrem, mozemy wyznaczyc¢ jego wartos¢, jezeli wiemy,
czy okregi s3 styczne, przecinajgce si¢ lub roztgczne.

Przyktad 4

Wyznaczymy, dla jakiej wartosci parametru m okregi o rownaniach (z — 2)2 +9* =9i
z? + (y — 2\/5)2 — m? — 1 s3 styczne zewnetrznie.

Z podanych rownan mozemy odczytac¢ srodki oraz promienie okregow.

Zatem:

S1 =(2,0) orazr; =3

Sy = (O, 2\/5) orazre = vVm?2 — 1.

Z warunku, ze promien okregu jest zawsze wigkszy od 0 otrzymujemy nieréwnosc:
m? —1 > 0,zatemm € (—oo, —1) U (1, 00).

Jezeli okregi sg styczne zewnetrznie, to prawdziwy jest warunek:

5182| =11 + 72

Obliczmy odlegtos¢ pomiedzy srodkami tych okregow:

2
51.85] = \/(0 —2)% + (2\/5— 0) =4
Do wyznaczenia warto$ci parametru m rozwiazujemy rownanie:
4 =+vm?2—1+3, czylim? = 2.

Rozwigzaniami rownania sg liczby V2 lub —v/2.

Okregi sg styczne zewnetrznie, gdy m = V2lubm = —/2.



W celu wyznaczenia punktow wspolnych dwoch okregow rozwigzujemy uktad réwnan
kwadratowych.

Przyktad 5

Wyznaczymy punkty wspolne okregéw okreslonych rownaniami (z — 1)2 +y? =9 oraz
z? + (y+1)° =5.

Rozwigzanie:

W celu wyznaczenia punktow wspolnych tych okregdéw rozwigzemy uktad rownan:

{(w1)2+y2—9

2+ (y+ 1) =5
Uklad ten jest rownowazny uktadowi rownan:

22 -2z +1+12=9
2+ +2y+1=5

Jezeli rownania odejmiemy stronami, to otrzymujemy réwnanie 2z + 2y = —4, czyli
y=—x— 2.

Po podstawieniu tego wyrazenia do pierwszego roOwnania otrzymujemy rownanie
22 — 2z + 1+ (—z — 2)® = 9, ktore przeksztalcamy do postaci 22 4+ z — 2 = 0.

Rozwigzaniami tego rownania sg liczby z; = —2lubxy = 1.

Zatem okregi maja dwa punkty wspolne, ktorych drugie wspotrzedne wynosza
odpowiednio y; = 0 oraz y» = —3.

Okregi przecinajg sie w punktach o wspoétrzednych (—2,0) oraz (1, —3).

Stownik
réwnanie okregu w postaci ogolne;j

z? + y? — 2ax — 2by + ¢ = 0, gdzie promien okregu obliczamy ze wzoru
r=+va?+b—cia,b,c € Roraz S = (a,b) - Srodek okregu

rownanie okregu w postaci kanonicznej

(z — a)® + (y — b)® = r?, gdzie r - promien okregu, S = (a, b) - srodek okregu



Aplet

Polecenie 1

Zbadaj wzajemne potozenie okregdéw o wybranych przez Ciebie $rodkach i promieniach,
a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DivNpW 18d

Polecenie 2

Zbadaj wzajemne potozenie okregéw o srodkach i promieniach odpowiednio: S; = (—5, —3),
SQ = (7, 2), r = 7, To = 5.



https://zpe.gov.pl/a/DivNpW18d

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Okregi o réwnaniach (z — 1)> + (y — 2)° = 4orazz® + (y — 3)* = 9:

O sg styczne zewnetrznie.
() saroztaczne wewnetrznie.

() przecinaja sie w dwdch punktach.
Cwiczenie 2 ®

Potacz w pary odpowiadajace sobie potozenie dwéch okregdéw z liczbg punktéw wspdlnych
tych okregow:

okregi styczne jeden punkt wspodlny
okregi pokrywajace sie brak punktéw wspdlnych

nieskonczenie wiele punktow

okregi przecinajace sie wspolnych

okregi roztagczne dwa punkty wspodlne




Cwiczenie 3 @

Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem.

Réwnania okregéw, ktore sg styczne:

22 + (y—1)> = 1oraz
(2427 +(y— 17 =16

(z —3)°+ (y—1)* = 1 oraz
Réwnania okregéw, ktore sg roztgczne: (z + 2)2 + (y — 1)2 =16

(x —3)>+ (y—1)* = 1 oraz
(z+2°+(y-1)°=4

(x—3)%+ (y—1)*=1oraz
(23" +(y—4) =4

Cwiczenie 4
Uzupetnij tekst.

Jezeli $rodkami okregdéw sa punkty o wspétrzednych S; = (4,4) i Sy = (0,0), a promienie

‘ stycznie wewnetrznie ’ ‘ styczne zewnetrznie ’ ‘ roztaczne wewnetrznie ’

‘ roztgczne zewnetrznie ’




Cwiczenie 5
Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami.

Dane s3 okregi o réwnaniach (z — 2)2 + (y+ 3)2 =4 oraz (z — 2)2 +4? =0.

Promienie tych okregéw wynosza odpowiednio:

- 1
- 1

i r
n-ni 1

Odlegtos$¢ miedzy srodkami S i Sy tych okregdw wynosi ‘ ’

Poniewaz |51 Ss| >‘ ’oraz 515, <‘ ’, zatem okregi przecinaja

sie w dwéch punktach.



Cwiczenie 6

Przyjrzyj sie okregom na rysunku ponizej, a nastepnie wybierz zdania opisujace ich wzajemne
potozenie.
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Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

0 Odlegtos¢ miedzy srodkami okregéw z rysunku jest rowna wartosci bezwzglednej
réznicy ich promieni.

(] Okregi przedstawione na rysunku przecinaja sie w dwdch punktach.
[ ] Okregi przedstawione na rysunku s3 styczne wewnetrznie.

(] Odlegto$¢ miedzy $rodkami tych okregéw wynosi 2.



Cwiczenie 7
Rozwiaz krzyzowke.

Odcinek taczacy srodek okregu z dowolnym punktem na okregu.
Jedna z postaci réwnania okregu.
Punkt, ktory lezy w potowie $rednicy kota.

Okregi, ktore nie majg punktéw wspdlnych.

oA 0 e

Mierzona pomiedzy srodkami dwoch okregow.

Cwiczenie 8

Dane sa dwa okregi na ptaszczyznie kartezjanskiej o réwnaniach z2 + (y — 1)2 = 1 oraz
22 + (y — 3)* = m2. Dla jakiej wartosci parametru m(m > 0) okregi sa:

a) styczne wewnetrznie

b) roztagczne wewnetrznie



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzajemne polozenie dwoch okregow na plaszczyznie kartezjanskiej
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:
Zakres rozszerzony 2) znajduje punkty wspodlne dwoch okregow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla wzajemne potozenie dwoch okregow na ptaszczyznie,

e wyznacza warunki, jakie muszg spetnia¢ odlegtosci miedzy srodkami oraz dtugosci
promieni tak, aby okregi byty styczne, przecinajace si¢ lub roztgczne,

 oblicza wartosci parametrow w badaniu wzajemnego potozenia okregow,

» wykorzystuje poznang wiedz¢ do rozwigzywania problemoéw matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;
o dyskusja;
 liga zadaniowa.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zaje¢: ,Wzajemne potozenie dwoch okregdéw na ptaszczyznie
kartezjanskiej’ oraz wspolne z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.

2. Nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczgce ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie
poruszanej tematyki.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z trescig w sekcji ,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Aplet”. Zapisuja ewentualne
pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie
ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia nr
1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiaja rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

4. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzuja zadania 3-5 z sekcji
»Sprawdz sie” na czas (od zadania tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora
poprawnie rozwigze zadania jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢
uczniow ocenami za aktywnoS$¢. Rozwiazania sg prezentowane na forum klasy
i omawiane krok po kroku.

5. Uczniowie indywidualnie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8, ale nastepnie konsultuja swoje
rozwiazania z innym uczniem i zapisuja na kartce problemy, ktére mieli podczas ich
wykonywania.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
e Zadania - okregi.
Wskazowki metodyczne:

o Material w sekc;ji ,Aplet” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace analizy
problemu wzajemnego potozenia dwoch okregow na plaszczyznie kartezjanskiej.


https://epodreczniki.pl/a/zadania/DhU0uopU0

