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Zrédto: dostepny w internecie: https:/pixabay.com/, domena publiczna.

Wiemy juz co to znaczy, ze cigg jest zbiezny. W tym temacie poznamy kolejng wazng
wlasnos¢ ciagu, ktora jak sie pozniej okaze jest w pewien sposob powigzana ze zbieznoscia.
Dowiemy si¢ mianowicie co to oznacza, ze cigg jest ograniczony. W szczegolnosci poznamy
pojecie ciggu ograniczonego z dotu oraz ograniczonego z gory.

Twoje cele

e Dowiesz sie czym jest cigg ograniczony,
e Poznasz roznice miedzy ciggiem ograniczonym z gory i z dotu,

o Wskazesz wsrod podanych ciggow te, ktore sa ograniczone.



Przeczytaj

Co to jest ograniczenie dolne ciggu?

Rozwazmy nastepujacy cigg

a,=2—+, neN.

n’?

Wypiszmy kilka jego wyrazow.

ag=2-1=1
a2=2—%=1%
a3=2—3 =12
ag=2-1=13
61,10:2—1—10:11i0

Jak mozemy zauwazy¢, da si¢ wskazac takg liczbe rzeczywista, ze wszystkie wyrazy ciggu
a, s3 od niejwieksze lub sg jej rowne. Taka liczba jest np. 0. Ilustruje to ponizszy rysunek.
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Ciagi o powyzszej wlasno$ci nazywamy ciggami ograniczonymi z dotu. Formalna definicje
mozemy zapisaC nastepujaco

Definicja: Ciagg ograniczony z dotu

Powiemy, ze ciag a,, n € N jest ograniczony z dotu, jesli istnieje liczba rzeczywista
m € R taka, ze dla kazdego n € N zachodzi nieréwnos¢

ap, > m.

Uwaga!
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Liczbe m z powyzszej definicji nazywamy ograniczeniem dolnym ciggu. Jak mozemy
zauwazyc, jesli pewna liczba rzeczywista m jest ograniczeniem dolnym ciggu, to jest nim
takze kazda liczba rzeczywista od niej mniejsza. W zwigzku z tym czesto wyroznia sie

liczbe, ktora jest najwigkszym ograniczniem dolnym ciggu.

L
rosnacy. Wynika stad, ze jego najwigekszym ograniczeniem dolnym jest jego pierwszy wyraz,

Wracajac do naszego przyktadowego ciagu a,, = 2 — --, mozemy zauwazyc, ze jest to ciag

czyli 1. Wiasnos¢ te mozna zapisac ja ponize;j.
Wiasnosc¢: Zwigzek monotonicznosci ciggu z jego ograniczeniem dolnym
Jesli ciag an, n € N jest ciggiem rosngcym, to jest on ograniczony z dotu. Dodatkowo
jego najwiekszym ograniczeniem dolnym jest jego pierwszy wyraz.

Czym jest ograniczenie gorne ciagu?

Spojrzmy teraz na cigg a, = 2 + %, n € N. Jego kolejne wyrazy sa rowne

ap=2+1=3

a2:2+%:2%
a3:2—|—%:2%
a4=2+%=2%

1 1
a10=2+1—0:21—0

Jak widac cigg ten jest ciggiem malejacym. Ponadto tatwo wskazac liczbe takg, ze wszystkie
wyrazy tego ciagu s3 od niej mniejsze lub jejrowne. Taka liczbg jest np. 3. W takim
przypadku mowimy, ze ciag jest ograniczony z gory. llustruje to ponizszy rysunek.
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Definicja: Ciag ograniczony z géry

Powiemy, ze ciag a,, n € N jest ograniczony z gory, jesli istnieje liczba rzeczywista
M € R taka, ze dla kazdegon € N zachodzi nierownos¢
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a, < M.

Liczbe M z powyzszej definicji nazywamy ograniczeniem gornym ciggu a,,. Analogicznie jak
w przypadku ograniczenia z dotu widzimy, ze jesli liczba M jest ograniczeniem gornym
pewnego ciggu, to jest tez nim kazda liczba od niej wigksza. W zwigzku z tym czesta
wyroznia sie liczbe, ktora jest najmniejszym ograniczeniem gornym danego ciggu. Zachodzi
analogiczna wlasnosc¢ jak dla ciggéw rosnacych.

Wiasnosc¢: Zwigzek monotonicznosci ciggu z jego ograniczeniem gérnym

Jesli ciag a,,, n € N jest ciggiem malejacym, to jest on ograniczony z gory. Dodatkowo
jego najmniejszym ograniczeniem gornym jest jego pierwszy wyraz.

Jak zauwazyliSmy wcze$niej ciag a,, = 2 + % jest malejacy, zatem jego najmniejszym
ograniczeniem gornym jest wyraz a; = 3.
Czy kazdy ciag jest ograniczony?

Powr6¢my raz jeszcze do pierwszego przyktadu, czyli do ciggu a, = 2 — %, n € N. Jak
zauwazyliSmy ciag ten jest ograniczony z dotu. Jednak jak widac¢ z jego interpretacji na osi
liczbowej jest on tez ograniczony z gory. Jego ograniczeniem gornym jest np. liczba 3. Ciagi,
ktore sg jednoczesnie ograniczone z gory i z dotu nazywamy ciggami ograniczonymi.

Definicja: Ciag ograniczony

Powiemy, ze cigg a,, n € N jest ograniczony, jesli istniejg liczby rzeczywiste m, M € R
takie, ze dla kazdego n € N zachodza nieréwnosci

m<a, <M.

Innymi stowy ciag jest ograniczony, jesli istnieje przedziat wlasciwy (tzn. taki, ktorego
krancami sg liczby rzeczywiste), do ktorego nalezga wszystkie wyrazy tego ciggu.

Uwaga!

Istnieje wazny zwiazek miedzy ograniczono$cig ciggu a jego zbieznoscig. Podamy go
w kolejnym temacie.

Na koniec sprobujmy odpowiedzie¢ na pytanie, czy kazdy ciag jest ograniczony? Rozwazmy
w tym celu ciagg a,, = n. Poniewaz wyrazami tego ciggu sa wszystkie liczby naturalne wiec
latwo wida¢, ze wybierajagc dowolnie duzg liczbe rzeczywistg M zawsze znajdziemy wyraz
tego ciagu (czyli liczbe naturalng), ktory jest wiekszy od M. Zatem cigg ten nie jest
ograniczony z gory a zatem nie jest ograniczony. Poniewaz jest to cigg rosngcy wiec jest on
ograniczony z dotu. Przykladem ciggu ktory nie jest ograniczony z dotu jest np. ciag

a, = —n. Cigg ten z kolei jest malejacy wiec jest ograniczony z gory. Istniejg oczywiscie



ciggi, ktore nie s ograniczone ani z gory ani z dotu. Potrafisz poda¢ przyktad takiego
ciggu?

Stownik

cigg rosnacy

cigg ktorego kazdy kolejny wyraz jest wiekszy od poprzedniego, tzn. ktory spetnia
warunek a, < a,11, dlakazdegon € N

ciag malejacy

cigg ktorego kazdy kolejny wyraz jest mniejszy od poprzedniego, tzn. ktory spetnia
warunek a,, > a,1, dlakazdegon € N




Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszg infografika, ktora przedstawia interpretacje graficzng czterech ciagéw
nieskonczonych. Nastepnie wykonaj ponizsze ¢wiczenia.

Polecenie 2

Ktére z ciggdw przedstawionych na infografice sg ograniczone z gory, a ktére z dotu?

Polecenie 3

Ktore z ciaggdw przedstawionych na infografice sa ograniczone?



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Ktory z podanych ciggéw nie jest ograniczony z gory?
a, =2n—1

2
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O an=(3)"
Cwiczenie 2

Ktéry z podanych ciggdéw nie jest ograniczony z dotu?

O a,=-2
O a,=3n
O =t
O a,=1-—n




Cwiczenie 3
Wsrod podanych ciggéw wskaz ciggi ograniczone z dotu.
— ntl

n— 2

a, =1—2n

O o O

an:_4

(] an=n-3

Cwiczenie 4

Wsréd podanych ciggéw wskaz ciggi ograniczone.

(] an=5n

O e =(9)"
[ an= 520
] a, =3



Cwiczenie 5

Przesun podane ciggi do odpowiednich miejsc, wskazujac czy sg ograniczone z géry czy
z dotu.

Ciagi ograniczone z dotu

Ciagi ograniczone z gory

Cwiczenie 6

Przesun podane ciggi do odpowiednich miejsc, wskazujac czy sg ograniczone czy nie.

Ciagi ograniczone

Ciagi nieograniczone




Cwiczenie 7 @

Potacz w pary ciggi ograniczone z gory z ich najmniejszym ograniczeniem gérnym. Ciag ktéry
nie jest ograniczony z goéry, potacz ze stowem 'brak.

an = 43111 3
a, = % 3
an, = % 2
an,=n-+1 4
ap=4—n brak
Cwiczenie 8 @

Potacz w pary ciagi ograniczone z dotu z ich najwiekszym ograniczeniem dolnym. Cigg ktory
nie jest ograniczony z dotu, potacz ze stowem 'brak’.

an=1—n 5
= 4
a"_?’:jll 0
an, =2n+3 2

a, =1+ 3n brak



Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Co to znaczy, Ze ciag jest ograniczony?

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VI. Ciaggi. Zakres podstawowy. Uczen:

1) oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogdlnym;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e Dowiesz sie czym jest cigg ograniczony,
o Poznasz réznice¢ miedzy ciggiem ograniczonym z gory i z dotu,
o Wskazesz wsrod podanych ciggow te, ktore sg ograniczone.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
» metoda przypadkow;
» dyskusja.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;



e pracaw parach;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq sie z treSciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj"
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekciji: ,,Co to znaczy, ze cigg jest ograniczony?” oraz cele,
wybrana osoba formutuje kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do wspomnianego
tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakie§ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie numer 1 - ,Zapoznaj si¢ z ponizszg infografikg, ktora
przedstawia interpretacje graficzng czterach ciggow. Nastepnie wykonaj ponizsze
¢wiczenia” z sekcji ,Infografika”. Uczniowie zapoznajg si¢ z treScig materiatu, nastepnie
na forum klasy wspolnie wyjasniajg ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych ¢wiczen, omawiajgc je wraz z uczniami.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie poréwnujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:
1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,,Sprawdz sie¢”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzujg i na nastgpnejlekcji porownuja wyniki.



Material pomocnicze:

» Badanie wlasnosci ciggow
» Pojecie ciggu

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji , Infografika” mozna wykorzystac jako materiat stuzgcy powtérzeniu
materialu w temacie ,,Co to znaczy, ze cigg jest ograniczony?”.
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