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Uktad rownan liniowych z n niewiadomymi ma postac

anxy + apx + a13T3+. .. +a1,T, = by
a1 + AT + a3+ .. +a,T, = by

b

Ap1T1 + Ap22 + Ap3T3+. . . +Appxy, = bn

gdzie:
x;dlat =1, 2, ..., n- niewiadome,
ardlai, k=1, 2, ..., n-wspoétczynniki liczbowe przy niewiadomych,

bjdlai=1, 2, ..., n- wyrazy wolne.



Na rysunku powyzej przedstawiono ilustracje graficzng uktadu trzech réwnan liniowych
z trzema niewiadomymi.

W tym materiale zajmiemy si¢ algebraicznym sposobem rozwigzania uktadu trzech rownan
rownan liniowych z trzema niewiadomymi.

Twoje cele

» Sformutujesz definicje uktadu trzech réwnan liniowych z trzema niewiadomymi.
» Sprawdzisz, czy dane liczby sa rozwigzaniem uktadu trzech réwnan liniowych

z trzema niewiadomymi.
o Przedstawisz graficzng ilustracje ukladu trzech rownan pierwszego stopnia z trzema

niewiadomymi.




Przeczytaj

Definicja: Uktad rownan
Uktadem rownan nazywamy koniunkcje co najmniej dwoch réownan.

Aby rozwigzac¢ uktad rownan, nalezy znalez¢ wszystkie uktady liczb speiniajace
jednoczesnie wszystkie rownania sktadowe danego uktadu rownan lub uzasadnic, ze takie
uktady nie istnieja.

Definicja: Uktad trzech réwnan liniowych z trzema niewiadomymi

Uktadem trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi nazywamy koniunkcje
trzech réwnan pierwszego stopnia z trzema niewiadomymi.

Uktlad taki przyjmuje postac:

a1T + bly +cz= d1
Ao + bgy + oz = dz,
azx + b3y + c3z = ds

gdzie:

x, Yy oraz z — oznaczaja niewiadome,

ai, a2, as, b1, b, b, c1, c2 oraz c3 - wspotczynniki przy niewiadomych odpowiednio z, y
oraz z, przy czym przynajmniejjedna z trojki liczb a1 a2 i a3, b1, b2 i b3 oraz c1, co2ic3jest
rozna od zera. Liczby d1, d2 oraz d3 — nazywamy wyrazami wolnymi.

Definicja: Rozwigzanie uktadu réwnan

Rozwigzaniem uktadu trzech réwnan réwnan liniowych z trzema niewiadomymi jest
kazda uporzadkowana trojka liczb spetniajacych jednoczesnie kazde rownanie danego
uktadu rownan.

Przyktad 1
(z=1 (z=5
Sprawdzimy, czy trojki liczb ¢ y =2 oraz { y = —2 s3 rozwigzaniami ukladu rownan
z=-3 z=—T

2z +3y—2=11
T—y+2z2=0
—r+2y—32=12

Podstawiamy podane wartosci z, y i z do wyrazen znajdujacych sie po lewej stronie
kolejnych rownan sktadowych, obliczamy ich wartos$ci liczbowe i poréwnujemy je



javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);

z wartosciami liczbowymi znajdujgcymi si¢ po prawej stronie tych rownan.

z=1
Rozpatrzmy trojke liczb { y = 2
z=-3

L1:2a:—|—3y—z:2-1+3-2—(—3):11:P1:>L1:P1

Lz:x—y—i-z:l—z—i-(—?)):—4750:P2:>L27§P2

(z=1
Poniewaz w drugim rownaniu, po podstawieniu wartosci iy =2 wmiejsce
z=-3

niewiadomych, lewa strona nie jest rowna stronie prawej, wiec ta trojka liczb nie spetnia
tego rébwnania.

Nie musimy juz sprawdzac, czy spelnia trzecie rownanie - aby byla rozwigzaniem

z=1
uktadu, musi spetnia¢ kazde z rownan. Trojka liczb ¢ y = 2 nie spelnia drugiego
z=-3

roéwnania, a zatem nie jest rozwigzaniem tego uktadu rownan.

T =95
Sprawdzmy trojke liczb ¢ y = —2.
z=—7

Ponownie obliczmy i poréwnujemy wartosci wyrazen po lewej oraz prawej stronie
kazdego z rownan.

L2:$—y+225—(—2)+(—7):0=P2:>L2=P2

Ly=-2+2y—32=-5+2-(-2)—3-(-7)=12=Py, = Ly = P,

z=1

Trojkaliczb ¢ y = 2 spelnia wszystkie rownania tego uktadu, a zatem jest jego
z= -3

rozwigzaniem.

Przyktad 2

20 — by —3z2=7
Rozwigzemy uklad trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi { 3z —y + 2z = 4
x—2y+2z2=9



Rozwigzujac ukiad trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi mozemy wyznaczy¢
jedna z niewiadomych z dowolnego rownania. W tym przyktadzie wyznaczymy
niewiadomg z z trzeciego rownania.

20 — by —3z2=7
3z —y+2z2=4
T=9+2y—2z

Wyznaczone wyrazenie podstawiamy do dwoch pierwszych rownan w miejsce
niewiadomej x.

2-(9+2y—22)—5y—3z2=17
3-(94+2y—22)—y+2z=4
T=9+2y—2z2

Rozwigzujemy otrzymany uktad dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi.

18+4y—4z—5y—32=17
27T +6y—6z—y+2z=4

Doprowadzamy uktad rownan do najprostszej postaci.

—y—T7z=—11
oy — 4z = —23

Aby rozwigzac¢ ten uklad, mozemy zastosowa¢ metode przeciwnych wspotczynnikow.

Mnozac obie strony pierwszego rownania przez liczbe 5, otrzymujemy przeciwne
wspolczynniki przy niewiadomej y, co pozwala nam jg zredukowac.

—y—T7z=-11|-5
oy — 4z = —23

5y — 352 = —55
{ yous — 392 = 78 |: (—39)

5y — 4z = —23

z=2
Po obliczeniu warto$ci zmiennej z, podstawiamy ja do pierwszego z rownan uktadu.

{—y— 7z =-11

yA—



z=2
y=-3
z=2

Otrzymujemy zatem uklad réwnan

x=9+2y—2z2
y=-3
z=2

Mozemy teraz obliczy¢ wartoS¢ x, podstawiajac do pierwszego rownania obliczone
wartosci y oraz z.

'm:9—|—2-(—3)—2-2
qy=—3
2z =2
(2= —1
qy=—3
2 =2

A zatem rozwigzaniem uktadu rownan

20 —by—3z2=7
3z —y+2z2=4
T—2y+2z=9

jest trojka liczb
(z=—1
y=-3
z=2
(Sprawdz!)
Przyktad 3

Uklad trzech réwnan liniowych z trzema niewiadomymi

20 — 5y —3z=1T7
3z —y+2z2=4
x—2y+2z2=9

mozemy réwniez rozwiaza¢ wyznaczajac niewiadoma y z drugiego réwnania.



20 —by—3z2=7
y=3x+2z—-4
T—2y+2z2=9

Podstawiamy wyznaczong warto$¢ y do pozostatych rownan uktadu.

(22 —5-(3z+22—4)—32=7
y=3x+2z—-4
z—2-3z+2z—4)+2z2=9

Rozwigzujemy otrzymany uktad dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi.

20 —5- 3z +22—4)—32="7
x—2-Bx+2z—4)+22=9

Doprowadzamy uktad rownan do najprostszej postaci i korzystajgc z metody
przeciwnych wspotczynnikow obliczamy wartosci niewiadomych x oraz z.

20 — 152 — 102+ 20 —-32=17
r—6xr—42+8+22=09

—13z — 13z = —-13 | : (—13)
—bxr—2z=1

Mnozymy pierwsze rownanie przez liczbe 2, aby otrzymac przeciwne wspotczynniki
przy niewiadome;j z.

z+z=1|-2
—bxr —2z=1

Dodajemy rownania stronami.

20 + 22 =2
{—5x—2z:1 —333—3|.(—3)
r=—1

Obliczong warto$¢ z podstawiamy do drugiego rownania.
z=-1
T+z=1
z=-—1
—1+2=1

r=—1
z2=2



Mozemy teraz obliczy¢ wartos$¢ y, podstawiajac do pierwszego rownania obliczone
wartosci z oraz z.

(2 =—1

L z=2
ly=3z+22—4

(= —1

L z=2
\y:3-(—1)+2-2—4
(2= —1

Qz2=2

¥ =3

Mozemy wigc zauwazy¢, ze wybor rownania oraz niewiadomej, ktorg wyznaczamy jako
pierwszg nie ma wplywu na rozwigzanie uktadu.

Przyktad 4

Rozwigzemy uktad trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi

or — 2y —z=—1
3z —y+2z=4
—2r+y+32=5

Mozemy wyznaczy¢ niewiadomg z z pierwszego rownania, podstawic¢ otrzymane
wyrazenie do pozostatych rownan uktadu i uprosci¢ otrzymany uktad.

(2 =5x —2y+1
{3z —y+2z=4
| —2z+y+32=35

(2 =5z —2y+1
3z—y+2-(bx—2y+1)=4
| —2z+y+3-(5x—2y+1)=5

o

(2=5x —2y+1
3r —y+10x —4y+2 =4
|2z +y+ 15z —6y+3 =5

o

(2 =5z —2y+1
{13z — 5y =2
(132 — 5y =2

Otrzymane po uproszczeniu roOwnania, tworza nieoznaczony uktad rownan liniowych.



13z — 5y = 2
13z — 5y = 2

Rozwigzaniem takiego uktadu jest nieskonczenie wiele par liczb postaci

{xG]R
y=57-3

Podstawiajac te dane do poczagtkowego uktadu trzech réwnan z trzema niewiadomymi,
otrzymujemy

xelR
13 2
\Y= 5T 3
(z=5z —2y+1
(2 e R
_ 13 2
\ L%

reR
13 2
1¥y=352— %
_ 1 9

ox — 2y —z=—1
A zatem uklad trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi ¢ 3z — y + 2z =4

2z +y+32=5
jest spelniony przez nieskonczenie wiele trojek liczb postaci
fa: eR
y=2,6x—0,4

z=-0,2z+1,8
Przyktad 5
Uktady rownan bardzo cze¢sto wykorzystujemy do rozwiazywania zadan tekstowych.

Oblicz, ile lat ma Tosia, ile Zosia, a ile Marysia, jesli wiadomo, ze potowa wieku Zosi rowna
sie % sumy lat Tosi i Marysi oraz, ze trzy lata temu suma lat Zosi i Marysi byta dwukrotnie
wieksza od wieku Tosi, a za cztery lata Zosia bedzie miata dwa razy tyle lat, co Tosia ma
teraz.



Rozwigzemy powyzsze zadanie ukladajac i rozwigzujgc odpowiedni uktad trzech réwnan
z trzema niewiadomymi:

t — wiek Tosi,
z —wiek Zosi,
m — wiek Marysi.

Jesli potowa wieku Zosi rowna sie % sumy lat Tosi i Marysi, to

32 =S (t+m).

Jesli trzy lata temu suma lat Zosi i Marysi byta dwukrotnie wigeksza od wieku Tosi, to
(z—3)+ (m—3) =2(t—3).

Jesli za cztery lata Zosia bedzie miata dwa razy tyle lat, co Tosia ma teraz, to

z+4 =2t

Zapisujemy i rozwigzujemy ukiad rownan

32=3(t+m)
(z—3)+ (m—3)=2(t—3)
z+4=2t

Wyznaczamy warto$¢ niewiadomej z z trzeciego rownania i podstawiamy otrzymane
wyrazenia do pozostaltych rownan - zapisujemy uktad dwoch réwnan z dwiema
niewiadomymi.

3z=1(t+m)
(z—3)+ (m—3) =2(t — 3)
z=2t—4

{é(2t—4> = 3(t+m)
2t—4-3+m—-3=2t—-6
Obliczamy wartosci niewiadomych ¢ oraz m.
{%(21&—4) =3(t+m)|-4

—44+m=0

4t —8 =3t +3m
—44+m=20

m =4
t=3m—+8



m=4
t =20

Wracamy do uktadu trzech rownan z trzema niewiadomymi i podstawiamy otrzymane

wartosci.
(m =4
(t=20
Lz:2t—4
(m =4
<t =20
\z=36

A zatem obecnie Tosia ma 20 lat, Zosia 36 lat, a Marysia 4 lata.

Przyktad 6

Uktady rownan liniowych mozemy rozwigzywac¢ wykorzystujac metode eliminaciji Gaussa.
Carl Friedrich Gauss
(30.04.1777 — 23.02. 1855)

- niemiecki matematyk, fizyk, astronom
i geodeta.

Uznawany jest za jednego z tworcow
geometrii nieeuklidesowe;j.

Uwazany jest za jednego z najwigkszych
matematykow, okreslany mianem , Ksigcia
matematykow”.

W metodzie eliminacji Gaussa dodajemy
jedno z rownan (pomnozone przez

odpowiednig liczbe rozng od zera) do Portret Carla Friedricha Gaussa

kazdego z pozostatych rownan uktadu, tak,  pedzla Gottlieba Biermanna, 1887

aby zredukowac¢ w tym ukladzie jednq Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
z niewiadomych. Eliminujemy w ten sposob ~ domena publiczna.

jedno z rownan.

Stosujemy taki algorytm konsekwentnie, az do obliczenia pierwszej z niewiadomych.
Nastepnie podstawiajac otrzymane wartosci, obliczamy pozostate niewiadome.

Mozemy w ten sposob rozwigza¢ dowolny uktad réwnan liniowych.

Rozwigzemy uktad rownan



T+ 3y —5Hz=22
3z + 5y +3z=—16
—2x—4y—2="7

Dodajemy pierwsze réownanie pomnozone przez liczbe (—3) do drugiego réwnania oraz
pierwsze rownanie pomnozone przez liczbe 2 do trzeciego rownania.

Z 1 3y— =22 T+ 3y— dz=22
" é°
—3z — 9y + 152 =—66 20+ 6y —10z= 44
+ -
dx+oy+ 32=—16 —2rx—4dy—z2=17
—4y+ 182 =—8§2 2y— 1lg= 51

Otrzymujemy uktad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi.

—4y 4 182 = —82
2y — 112 =51

Ponownie stosujemy schemat. Teraz dodajemy do pierwszego drugie rOwnanie
pomnozone przez liczbe 2.



2y — 11z= 51

%.2

4y — 22z = 102
_|_
—4dy+ 182=—82
—42=20

OtrzymaliSmy jedno rownanie z jedng niewiadoma.
Rozwigzujemy rownanie.

—4z=201:(—4)

z=—-H

Podstawiajac otrzymang warto$¢ do dowolnego réwnania uktadu dwoch réwnan
z dwiema niewiadomymi y i 2, obliczamy warto$¢ niewiadome;j y.

z= -5 ey 9
oy —11z=51 7~

Podstawiajac otrzymane wartosci do dowolnego rownania uktadu trzech rownan
z trzema niewiadomymi z, y i 2, obliczamy warto$¢ niewiadomej .

z= -5
T+ 3y—5z=22

Rozwigzaniem ukladu réwnan

T+ 3y—5z=22
3z + 5y + 3z = —16
—2x—4y—2="7

jest trojka liczb

z=—-H
y = —2.
x=3



Stownik

uktad réwnan

koniunkcja co najmniej dwoch rownan
rozwiazanie uktadu réwnan

kazdy uktad liczb spetniajacych jednoczesnie kazde z rownan sktadowych w tym
uktadzie

uktad trzech réwnan liniowych z trzema niewiadomymi
uktad réwnan postaci

a1z +biy+crz=dy
asx + boy 4+ coz = dy
azx + b3y + c3z = ds




Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng przedstawiajaca zasade rozwigzywania uktadu trzech

rownan réwnan liniowych z trzema niewiadomymi.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DkOLZndhY


https://zpe.gov.pl/a/DkOLZndhY

Polecenie 2

Rozwiaz uktad rownan

T+y+z=12
T+y—2==6
lz—yt+2=4

metodg przeciwnych wspodtczynnikow:

a. wyznaczajac niewiadoma x z pierwszego réwnania;

b. wyznaczajac niewiadoma y z drugiego réwnania;

C. Wyznaczajac niewiadomg z z trzeciego réwnania.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz kazde prawidtowe zakonczenie zdania.
Rozwigzaniem uktadu réwnan postaci

a1 +by+eczr =d;

asx + boy + coz9 = ds:

asx + b3y + C3z3 — d3

(] jest kazda tréjka liczb spetniajaca wszystkie réwnania.

0 moze by¢ nieskonczenie wiele tréjek liczb spetniajgcych warunki okreslone
rownaniami tego uktadu.

[ ] jest tréjka liczb spetniajaca co najmniej jedno z réwnan.

Cwiczenie 2

Sprawdz, ktora z trojek liczb spetnia uktad rownan. Przeciggnij prawidtowa odpowiedz.

2z — 3y + 5z =10 x=1 =17
7’{77 w_y_2z:O 279 ”{” y: 1 279 7’{?7y: 19””
—br—3y+72=5 z=—1 z=—1
Uktad réwnan Rozwiazanie

2z — 3y + 52z =10
77{” m_y_zz:() ” P
-5 —3y+72=25




Cwiczenie 3

Wskaz uktad dwdch réwnan liniowych, ktory otrzymasz wyznaczajac niewiadomga ¢

z trzeciego réwnania i podstawiajgc wyznaczone ¢ do pozostatych rownan tego uktadu
4a + 2b —5¢c =10

—2a+b+c=28
3a+b—c=2

1la+3b=0
O

a-+2b=10

—6a 4 7b = 50
O {—a+2b:10

19a 4 7b = 20
O {—5a —10

Cwiczenie 4

Rozwiaz uktad rownan i uzupetnij odpowiedz
xr—y+z2=0
20 +y — z = —6.
lz—2y+2=0
Wohisz poprawne liczby.

Rozwigzaniem uktadu réwnan jest trojka liczb:

v =| |




Cwiczenie 5

Zaznacz wszystkie uktady rownan, ktére posiadajg nieskonczenie wiele rozwigzan.

—2x+2y—22=28

-3z +3y—32=2
T—y+z=3
20 —y—3z2=3

O

2c —y+52="T7
(] xT—y+z=-4

(0,52 —y+22=0,5
(] Cx—2y+4z=1
(—2z +4y — 8z = —2

(2 +y+22=6
()] ¢ —z—y+32=12
(22 —y—32=25

Cwiczenie 6

Uzupetnij zdanie wpisujac poprawne liczby.

x=3 ax +by+cz=1
Tréjka liczb < y = —3 jest rozwigzaniem uktadu réwnan ¢ bx — 2cy + 3az =9 ,
z=1 3cx + ay + bz = —27
gdya = ’Ib:‘ ’|c:‘
Cwiczenie 7 @

Suma dtugosci bokow trojkata A BC wynosi 22. Jeden z bokdw jest dwa razy dtuzszy od
drugiego i o trzy dtuzszy od trzeciego z nich. Zapisz odpowiedni uktad réwnan i oblicz
dtugosci bokow tréjkata.



Cwiczenie 8

Rozwiaz uktad rownan




Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Uklad trzech réwnan liniowych z trzema niewiadomymi
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) przeksztalca rownania i nierownosci w sposob rownowazny.
IV. Uklady rownan. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacije
geometryczng ukltadoéw oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych;

2) stosuje uktady rownan do rozwigzywania zadan tekstowych.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» formutuje definicj¢ uktadu réwnan liniowych

o sprawdza czy dane liczby sg rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych z trzema
niewiadomymi

e rozwiazuje uklady trzech réwnan liniowych z trzema niewiadomymi



Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem prezentacji
o wedrujace plakaty

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaindywidualna
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gtoSnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

2. Uczniowie bedg pracowac¢ metoda wedrujacych plakatow.

3. Uczniowie w parach przypominaja sobie zasade rozwigzywania uktadow réwnan
metodg podstawiania.

4. Chetni uczniowie podajg przyktady uktadow rownan, ktore zostajg zapisane na
plakatach.

Faza realizacyjna:

1. Pracujac w parach, uczniowie zapoznajg si¢ z przyktadami zawartymi w czesci
»Przeczytaj’ i prezentacja multimedialng, a nastepnie wykonujg polecenie umieszczone
pod prezentacjq.

2. Uczniowie pracuja w czteroosobowych grupach. Ich zadaniem jest rozwigzywanie
ukladow trzech rownan pierwszego stopnia z trzema niewiadomymi. Kazda grupa
przygotowuje plakat przepisujgc podany uklad réwnan i zapisuje pierwsze
réwnowazne przeksztalcenie.

Plakat zostaje przekazany kolejnej grupie, ktora dopisuje kolejny rownowazny uktad
rownan. Plakaty sa przekazywane tak dlugo, az uktad zostanie rozwigzany.

3. Nauczyciel nadzoruje prace grup i wyjasnia watpliwosci.



4. Uczniowie w parach rozwigzujg zadania zawarte w materiale prezentaciji
multimedialnej. Rozwigzania zadan uczniowie zapisujg w zeszycie, sprawdzajgc
w materiale ich poprawnosc.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen krotko podsumowuje najwazniejsze informacije
z lekciji.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktérych nie zdgzyli wykonac na lekcji.
Materialy pomocnicze:

Rozwigzywanie uktadow roéwnan metoda podstawiania

Wskazowki metodyczne:

Prezentacja multimedialna moze by¢ wykorzystana przez uczniow do utrwalenia schematu
algorytmu rozwiazywania uktadow trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi. Moze
tez stanowi¢ poszerzenie lekcji dotyczacych rozwigzywania uktadow dwoch réwnan
liniowych


https://epodreczniki.pl/a/rozwiazywanie-ukladow-rownan-metoda-podstawiania/D1AAjBjNJ

