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Zrédto: Jatuphon Buraphon, dostepny w internecie: https:/pixabay.com/.

Uktad rownan liniowych z n niewiadomymi ma postac

r
ai1T1 + ajpxe + aj3r3+... +a,x, = bl
as11 + a92T9 + a23w3+. . +a2n£13n = b2

\ ,
L An1T1 + apoTo + Ap3x3+. .. +Appx, = bn
gdzie:
x;dlat =1, 2, ..., n- niewiadome,
a;pdlai, k=1, 2, ..., n-wspoélczynniki liczbowe przy niewiadomych,

b;dla =1, 2, ..., n- wyrazy wolne.



Na rysunku powyzej przedstawiono ilustracje graficzng ukladu trzech rownan

liniowych z trzema niewiadomymi.

W tym materiale zajmiemy sie¢ algebraicznym sposobem rozwigzania uktadu trzech

roOwnan rownan liniowych z trzema niewiadomymi.

Twoje cele
e Sformutujesz definicj¢ uktadu trzech rownan liniowych z trzema
niewiadomymi.

e Sprawdzisz, czy dane liczby sg rozwigzaniem ukladu trzech rownan

liniowych z trzema niewiadomymi.

e Przedstawisz graficzng ilustracje ukladu trzech rownan pierwszego stopnia

z trzema niewiadomymi.




Przeczytaj

Definicja: Uktad réwnan

Uktadem rownan nazywamy koniunkcje co najmniej dwoch rownan.

Aby rozwigzac uklad rownan, nalezy znalez¢ wszystkie uktady liczb spekniajace
jednoczesnie wszystkie rownania skladowe danego uktadu rownan lub uzasadni¢, ze
takie uktady nie istniejq.

Definicja: Uktad trzech réwnan liniowych z trzema niewiadomymi

Uktadem trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi nazywamy koniunkcje

trzech rOwnan pierwszego stopnia z trzema niewiadomymi.

Uklad taki przyjmuje postac:

a1 + b1y +ci1z=d;
asx + boy + c22 = do,
asx + b3y + c3z = d3
gdzie:
T,y oraz z — oznaczajq niewiadome,
ai, as, as, by, ba, bs, c1, ¢y oraz c3 - wspotczynniki przy niewiadomych
odpowiednio z, y oraz z, przy czym przynajmniej jedna z trojki liczb a; as i as, by,

b2 i b3 oraz c1, c2ic3jest rozna od zera. Liczby d1, d2 oraz d3 — nazywamy

wyrazami wolnymi.

Definicja: Rozwigzanie uktadu réwnan

Rozwigzaniem uktadu trzech rownan rownan liniowych z trzema niewiadomymi

jest kazda uporzadkowana troéjka liczb spetniajacych jednoczesnie kazde rownanie

danego uktadu rownan.

Przyktad 1



javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);

z=1 T =2>5
Sprawdzimy, czy trojki liczb { y =2 oraz { y = —2 sa rozwigzaniami ukladu
z= -3 z=—T
2 +3y—z=11
rownan{ ¢ —y+z2=20
\—z+2y—32z=12

Podstawiamy podane wartos$ci z, y i z do wyrazen znajdujacych sie po lewej
stronie kolejnych rownan sktadowych, obliczamy ich wartosci liczbowe
i porownujemy je z wartosciami liczbowymi znajdujgcymi si¢ po prawej stronie

tych rownan.

z=1
Rozpatrzmy trojke liczb  y = 2
z=-3

L1:2.’B—|-3y—Z:21+32—(—3):11:P1:>L1:P1

Ly=z—y+2=1-24(-3)=-4#0=P,= Ly # P,

x=1
Poniewaz w drugim rOwnaniu, po podstawieniu wartosci § ¥y = 2 w miejsce
lz=-3

niewiadomych, lewa strona nie jest rOwna stronie prawej, wiec ta trojka liczb nie

spelnia tego rownania.

Nie musimy juz sprawdzac, czy spehia trzecie rOwnanie - aby byla rozwigzaniem

z=1
ukladu, musi spetnia¢ kazde z rownan. Trojka liczb ¢ y = 2 nie spelnia drugiego
z=-3

rOwnania, a zatem nie jest rozwigzaniem tego uktadu rownan.

T =23
Sprawdzmy trojke liczb { y=—2.
lz=-7



Ponownie obliczmy i porownujemy wartosci wyrazen po lewej oraz prawej stronie

kazdego z rownan.

L1:2$+3y—2225—|—3(—2)—(—7):11:P1:>L1:P1

L2:ﬂl—y+Z:5—(—2)—|—(—7):0:P2$L2:P2

L3:—$+2y—3Z:—5—|—2'(—2)—3'(—7):12:P3:>L3:P3

=1

Trojka liczb { y = 2 spelnia wszystkie rownania tego ukladu, a zatem jest jego
z= -3

rozwigzaniem.

Przyktad 2

Rozwigzemy uktad trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi
20 —by—32=7T7
3r —y+2z2=4 .
x—2y+2z=9

Rozwigzujac uktad trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi mozemy
wyznaczy¢ jedng z niewiadomych z dowolnego rownania. W tym przykladzie

wyznaczymy niewiadoma z z trzeciego roOwnania.

20 —by—32=17
3r —y+2z=14
x =942y — 22

Wyznaczone wyrazenie podstawiamy do dwoch pierwszych rOwnan w miejsce

niewiadome;j .

2-(9+2y—22)—5y—32="7
3-(9+2y—22)—y+2z2=4
x=9+2y—2z



Rozwigzujemy otrzymany uktad dwoch rownan liniowych z dwiema

niewiadomymi.

18 +4y—42—>by—32=17
27T+6y—62—y+2z2=4

Doprowadzamy uklad rownan do najprostszej postaci.

—y—T7z=-11
Sy — 4z = —23

Aby rozwigzac ten uklad, mozemy zastosowac metode przeciwnych

wspoOtczynnikow.

Mnoz3c obie strony pierwszego rownania przez liczbe 5, otrzymujemy przeciwne

wspotczynniki przy niewiadomej y, co pozwala nam jg zredukowac.

—y—Tz=-11|-5
5y — 4z = —23

—5y — 352 = —55

yooos — 39z =78 |: (~39)
5y — 4z = —23

z=2

Po obliczeniu wartosci zmiennej z, podstawiamy ja do pierwszego z rownan
ukladu.

—y—Tz=—11
z=2
z=2

{—y—7.2:—41

—y=-—11+14
z=2



—uy =3
z2=2
y=-3
z=2

Otrzymujemy zatem uklad rownan

xr =942y — 2z
y=-3
z=2

Mozemy teraz obliczy¢ warto$c¢ z, podstawiajac do pierwszego rownania
obliczone wartosci y oraz z.

z=9+2-(-3)—2-2

y=—3
z=2
z=—1
y=—3
VA

( 2

A zatem rozwigzaniem ukladu rownan

20 —by—32=17
3r —y+2z=14
\z—2y+22=9
jest trojka liczb
x=—1
= -3
2=

(Sprawdz!)



Przyktad 3

Uktad trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi

20 — 5y —32=17
3z —y+2z=4
x—2y+22=9

mozemy rowniez rozwigza¢ wyznaczajac niewiadoma y z drugiego rownania.
20 —by—32=7

y=3x+2z—-4
x—2y+2z=9

Podstawiamy wyznaczong warto$¢ y do pozostatych rownan uktadu.

20 —5-(3z+22—4)—32="7
y=3x+2z—4
r—2-3z+22—4)+22=9

Rozwigzujemy otrzymany uktad dwoch rownan liniowych z dwiema

niewiadomymi.

20 —5-(3x+22—4)—32="7
z—2-3z+2z—4)+2z=09

Doprowadzamy uklad rownan do najprostszej postaci i korzystajac z metody

przeciwnych wspotczynnikow obliczamy wartosci niewiadomych z oraz z.

20 — 152 —10z2+20—-32=7
r—6xr—4z+8+2z2=9

—13x — 13z = —13 | : (—13)
—bhr—2z=1



Mnozymy pierwsze rownanie przez liczbe 2, aby otrzymac przeciwne

wspotczynniki przy niewiadome;j z.

r+z=1|-2
—or —2z=1

Dodajemy rownania stronami.

20 + 2z = 2
z=—1

Obliczong warto$¢ x podstawiamy do drugiego rownania.
z=—1
x+z=1
z=—1
—14+2=1

z=—1
z=2

Mozemy teraz obliczy¢ warto$c¢ y, podstawiajac do pierwszego rOwnania

obliczone wartoSci x oraz z.

z=—1
z=2
y=3r+2z—4

x=—1
=2
y=3-(-1)+2-2—-4



r=—1
z=2
y=—3

Mozemy wiec zauwazy¢, ze wybor rOwnania oraz niewiadomej, ktora

wyznaczamy jako pierwszg nie ma wptywu na rozwigzanie ukladu.

Przyktad 4

Rozwigzemy uklad trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi

ox —2y—z=—1
3z —y+2z2=4
—2r+y+3z2=25

Mozemy wyznaczy¢ niewiadomg z z pierwszego rOwnania, podstawic otrzymane

wyrazenie do pozostalych rownan uktadu i uprosci¢ otrzymany uktad.

(z=5z —2y+1
3x—y+2z=14
2z +y+32=5

(z=5x—2y+1
13z—y+2-(bxe—2y+1)=4
\—2z4+y+3-(bx—2y+1)=5

(z =5z —2y+1
3z —y+ 10z —4y+2 =4
(—2z+y+ 15z —6y+3=5

(z=5z —2y+1
13z — S5y = 2
13z — 5y = 2

Otrzymane po uproszczeniu rownania, tworzg nieoznaczony uklad rownan

liniowych.



13z — by =2
13z — 5y =2

Rozwigzaniem takiego ukiladu jest nieskonczenie wiele par liczb postaci

z e R
y=2z— %

Podstawiajac te dane do poczatkowego ukladu trzech rownan z trzema

niewiadomymi, otrzymujemy

(z e R
{y="52-3

A zatem uklad trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi

(5 — 2y — 2= —1

{3z —y+22=4 jestspelniony przez nieskonczenie wiele trojek liczb postaci
{2z +y+32=5

(z e R
Ly=2,6c—0,4 .
lz=-0,22+1,8




Przyktad 5

Uklady rownan bardzo czesto wykorzystujemy do rozwiazywania zadan

tekstowych.
Oblicz, ile lat ma Tosia, ile Zosia, a ile Marysia, jesli wiadomo, ze potowa wieku
Zosi rOwna sie % sumy lat Tosi i Marysi oraz, ze trzy lata temu suma lat Zosi

i Marysi byta dwukrotnie wieksza od wieku Tosi, a za cztery lata Zosia bedzie

miata dwa razy tyle lat, co Tosia ma teraz.

Rozwigzemy powyzsze zadanie ukladajgc i rozwigzujagc odpowiedni ukiad trzech

rOwnan z trzema niewiadomymi:

t — wiek Tosi,

z — wiek Zosi,

m — wiek Marysi.

Jesli potowa wieku Zosi rowna sie % sumy lat Tosi i Marysi, to

%z: %(ter).

Jesli trzy lata temu suma lat Zosi i Marysi byta dwukrotnie wieksza od wieku Tosi,

to

(z—3)+ (m—3) =2(t—3).

Jesli za cztery lata Zosia bedzie miata dwa razy tyle lat, co Tosia ma teraz, to
z+4 = 2t.

Zapisujemy i rozwigzujemy uktad rownan

{7 z=3(t+m)
(z—3)+ (m—3)=2(t-3)
lz4+4 =2t



Wyznaczamy wartoS¢ niewiadomej z z trzeciego rOwnania i podstawiamy
otrzymane wyrazenia do pozostatych rownan - zapisujemy uktad dwoch rownan

z dwiema niewiadomymi.

32 =q(t+m)
(z—3) + (m—3) =2(t— 3)
z=2t—4

(3=t
2t—4—-3+m—-3=2t-6

Obliczamy warto$ci niewiadomych ¢ oraz m.

{%(%—4): S(t+m)|-4
—44+m=0

4 — 8 =3t +3m
—4+m=0

m =4
t=3m+38
m =4
t =20

Wracamy do ukiadu trzech rownan z trzema niewiadomymi i podstawiamy

otrzymane wartosci.

m =4
t =20
z=2t—4



A zatem obecnie Tosia ma 20 lat, Zosia 36 lat, a Marysia 4 lata.

Przyktad 6

Uktady rownan liniowych mozemy rozwigzywac wykorzystujac metode eliminacji

Gaussa.

Carl Friedrich Gauss

(30.04. 1777 — 23.02. 1855)

- niemiecki matematyk, fizyk, astronom

i geodeta.

Uznawany jest za jednego z tworcow

geometrii nieeuklidesowe;.

Uwazany jest za jednego z najwiekszych
matematykow, okreslany mianem

»<Ksiecia matematykow”.

W metodzie eliminacji Gaussa dodajemy
jedno z rownan (pomnozone przez

odpowiednig liczbe r6zng od zera) do

Portret Carla Friedricha Gaussa

pedzla Gottlieba Biermanna, 1887
Zrédto: dostepny w internecie:

commons.wikimedia.org, domena publiczna.

kazdego z pozostatych rownan ukladuy, tak, aby zredukowac¢ w tym ukladzie jedna

z niewiadomych. Eliminujemy w ten sposob jedno z rownan.

Stosujemy taki algorytm konsekwentnie, az do obliczenia pierwszej

z niewiadomych.

Nastepnie podstawiajac otrzymane wartosSci, obliczamy pozostate niewiadome.

Mozemy w ten sposob rozwigzac¢ dowolny uktad rownan liniowych.

Rozwigzemy ukiad rownan



x+ 3y — 5z =22
3z + 5y +3z2=—16
—2x—4y—2z="7

Dodajemy pierwsze rownanie pomnozone przez liczbe (—3) do drugiego rownania

oraz pierwsze rOwnanie pomnozone przez liczbe 2 do trzeciego rownania.

T+ 3y— dz=22 T+ 3y— dz=22
I
—3z — 9y +152 =—66 204+ 6y —10z= 44
+ -
dx+dy+3z2=—16 —2rx—4dy—z=17
—4y+ 182 =—82 2y—11z= 251

Otrzymujemy uklad dwoch réwnan z dwiema niewiadomymi.

—4y + 182 = —82
2y — 112 =51

Ponownie stosujemy schemat. Teraz dodajemy do pierwszego drugie rOwnanie

pomnozone przez liczbe 2.



2y— 11z= 151

%.2

dy — 222 = 102
+
—4y+ 18z2=—82
—42=20

OtrzymaliSmy jedno rownanie z jedng niewiadomg.
Rozwigzujemy rownanie.

—4z=20|:(—4)

z= -9

Podstawiajac otrzymang warto$¢ do dowolnego rownania uktadu dwoch rownan

z dwiema niewiadomymi y i 2, obliczamy warto$¢ niewiadome;j y.

e=0 = y= 2
2 —11z=51 7

Podstawiajac otrzymane wartosci do dowolnego rownania ukfadu trzech rownan

z trzema niewiadomymi z, y i 2, obliczamy warto$¢ niewiadome;j .
z2=—9
y=—2 =x=3
x+ 3y — 5z =22

Rozwigzaniem uktadu rownan



x+ 3y — 5z =22
3z + 5y +3z2=—16
—2r—4y—2z2=17

jest trojka liczb
zZ=—9

y=—2.
lz=3

Stownik

uktad rownan

koniunkcja co najmniej dwoch réwnan

rozwigzanie uktadu rownan

kazdy uklad liczb spelniajacych jednoczesnie kazde z rownan sktadowych w tym
ukladzie

uktad trzech réwnan liniowych z trzema niewiadomymi

uktad rownan postaci

a1+ by +ci1z=d;
asx + bay + coz = do
lasz + b3y + c32 = d3




Prezentacja multimedialna

Polecenie 1
Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng przedstawiajaca zasade rozwigzywania uktadu

trzech réwnan réwnan liniowych z trzema niewiadomymi.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DkOLZndhY

Polecenie 2

Rozwigz uktad réwnan

x+y+z=12
T+y—2z=2=6
x—y+z=4

metodg przeciwnych wspétczynnikéw:

a. wyznaczajac niewiadoma x z pierwszego rownania;

b. wyznaczajac niewiadoma y z drugiego réwnania;

C. Wyznaczajac niewiadoma z z trzeciego réwnania.


https://zpe.gov.pl/a/DkOLZndhY




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 o
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O
Cwiczenie 7 @

Suma dtugosci bokdw tréjkata ABC wynosi 22. Jeden z bokdw jest dwa razy dtuzszy

od drugiego i o trzy dtuzszy od trzeciego z nich. Zapisz odpowiedni uktad rownan

i oblicz dtugosci bokow tréjkata.

Cwiczenie 8 @

Rozwigz uktad réwnan

+ T—z __
5=y -5
2@ +y)+3(y—2) = 2
Z2—y==1a

oot




Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Uklad trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi

Grupa docelowa:

IIT etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

III. Rbwnania i nierbwnosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) przeksztalca rownania i nierownosci w sposob rownowazny.

IV. Uktady rownan. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacje

geometryczng uktadow oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych;

2) stosuje uktady rownan do rozwigzywania zadan tekstowych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

e kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji



e kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
e kompetencje cyfrowe

e kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:
Uczen:

o formuluje definicje uktadu rownan liniowych

e sprawdza czy dane liczby sa rozwigzaniem uktadu roéwnan liniowych z trzema
niewiadomymi
e rozwiazuje uklady trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi
Strategie nauczania:
e konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:

e dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem prezentacji

e wedrujace plakaty
Formy pracy:

e pracaw grupach
e praca indywidualna

e praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:



e komputery z gloSnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
e zasoby multimedialne zawarte w e-materiale

e tablica interaktywna /tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria

sukcesu.
2. Uczniowie bedg pracowa¢ metoda wedrujacych plakatow.

3. Uczniowie w parach przypominajg sobie zasade rozwigzywania uktadow rownan

metodg podstawiania.

4. Chetni uczniowie podajg przyktady uktadow rownan, ktore zostajq zapisane na

plakatach.

Faza realizacyjna:

1. Pracujgc w parach, uczniowie zapoznajg si¢ z przyktadami zawartymi w czesci
,Przeczytaj” i prezentacjg multimedialng, a nastepnie wykonuja polecenie

umieszczone pod prezentacjq.

2. Uczniowie pracujg w czteroosobowych grupach. Ich zadaniem jest
rozwigzywanie ukladow trzech rownan pierwszego stopnia z trzema
niewiadomymi. Kazda grupa przygotowuje plakat przepisujac podany uktad
roOwnan i zapisuje pierwsze rOwnowazne przeksztalcenie.

Plakat zostaje przekazany kolejnej grupie, ktora dopisuje kolejny rownowazny

uklad rownan. Plakaty sg przekazywane tak dtugo, az uktad zostanie rozwigzany.
3. Nauczyciel nadzoruje prace grup i wyjasnia watpliwosci.

4. Uczniowie w parach rozwigzujg zadania zawarte w materiale prezentacji
multimedialnej. Rozwigzania zadan uczniowie zapisuja w zeszycie, sprawdzajgc

w materiale ich poprawnosc¢.



Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen krotko podsumowuje najwazniejsze

informacje z lekcji.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,

udzielajgc im tym samym informacji zwrotnej.

Praca domowa:

Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne, ktorych nie zdgzyli wykonac¢ na lekcji.

Materialy pomocnicze:

Rozwigzywanie ukladéw rownan metoda podstawiania

Wskazowki metodyczne:

Prezentacja multimedialna moze by¢ wykorzystana przez uczniow do utrwalenia
schematu algorytmu rozwiazywania uktadoéw trzech rownan liniowych z trzema
niewiadomymi. Moze tez stanowi¢ poszerzenie lekcji dotyczacych rozwigzywania

uktadow dwoch rownan liniowych


https://epodreczniki.pl/a/rozwiazywanie-ukladow-rownan-metoda-podstawiania/D1AAjBjNJ

