Rownolegtos¢ wektorow

Woprowadzenie

Przeczytaj
« Aplet
Sprawdz sie

Dla nauczyciela




Zrédto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

W dowodzeniu twierdzen z geometrii elementarnej zaskakujgco czesto przydajg sie
wektory i ich witasnosci. Jednym z najwazniejszych twierdzen dotyczacych wektorow jest
kryterium ich rownolegtosci, ktore omowimy w tej lekcii.

Twoje cele

e Rozpoznasz wektory rownolegle.
o Wykorzystasz warunek rownolegtosci wektoréw do dowodzenia twierdzen



Przeczytaj

Przypomnijmy definicje rownolegtosci wektorow. Niezerowe wektory sa rownolegle, jesli
zawarte sg w prostych rownolegtych, tzn. maja ten sam kierunek. Dla wektora zerowego nie
definiujemy rownolegtosci.

Udowodnimy teraz twierdzenie podajace kryterium rownolegtosci wektorow niezerowych.

Twierdzenie: kryterium réwnolegtosci wektorow

Wektory niezerowe 7, v sa rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba a # 0

taka, ze (1) v =ad.

Dowad

Poniewaz twierdzenie ma posta¢ rownowaznosci, mamy do rozwazenia dwie implikacje.
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Jezeli wektory v, v spelniajarownoS¢ v = a w to sga rownoleglte na mocy definiciji.

Zatozmy teraz, ze wektory 7, v sa rownolegle. Jezeli maja ten sam zwrot, to przyjmujac

_>
v
a= } J , otrzymamy réwnos¢ ‘?‘ =a- ‘7 , ktéra w mysl definicji iloczynu wektora
(7
— — v
i liczby oznacza, ze wektor v’ jest iloczynem wektora v iliczby a = =
u
%
— — . . . UL
Gdy wektory v, v maja zwroty przeciwne, wystarczy przyja¢ a = — =7 i tez otrzymamy
u

rownosc (1).

Whiosek 1

— —
Punkt P lezy na prostej AB wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba a, ze AP = a - AB.
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Whiosek 2

Punkt P lezy na potprostejo poczatku A i przechodzacejprzez punkt B wtedy i tylko

— —
wtedy, gdy istnieje taka liczbaa,ze a > 0i AP = a - AB.
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Whiosek 3

Punkt P lezy na potprostej dopetniajgcej do potprostej o poczatku w punkcie A
i przechodzacej przez punkt B, to jest lezy na prostej AB i nie lezy na potprostej AB,

— —
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczbaa,ze a < 0i AP = a - AB.
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Whiosek 4

Punkt P nalezy do odcinka AB wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba a taka,ze 0 < a <1
— —
iAP =a-AB.
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Réwnania parametryczne

Powyzsze wnioski pozwalajg wprowadzi¢ tzw. parametryzacje (lub rownania
parametryczne) nastepujacych figur geometrycznych:
e rownanie parametryczne prostej AB: jezeli a moze przyja¢ dowolng warto$¢

— —
rzeczywista, to wszystkie punkty P spelniajace warunek AP = a - AB tworza prosta
AB,
« rownanie parametryczne polprostej AB: jezeli a moze przyja¢ dowolng wartos¢

— —
z przedziatu (0, 0o) to wszystkie punkty P spelniajgce warunek AP = a - AB tworzg
poiprostg AB,
« rownanie parametryczne odcinka AB: jezeli a moze przyja¢ dowolng wartos¢

— —
z przedziatu (0, 1), to wszystkie punkty P spetniajgce warunek AP = a - AB tworzg
odcinek AB.
Stownik
kryterium réwnolegtosci wektorow

dwa niezerowe wektory sa rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z nich jest
iloczynem drugiego przez niezerowq liczbe rzeczywista



Aplet

Polecenie 1

Otwoérz ponizszy aplet. Zmieniajac wartosci parametru a obserwuj, jak zmienia sie wektor

H H . . . .o .
AP = a - AB, a nastepnie rozwiaz ponizsze zadania.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DNIt4X{PZ

Polecenie 2

Rozwiaz test zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.


https://zpe.gov.pl/a/DNlt4XfPZ

Sprawdz sie

Cwiczenie 1

Pytanie

dla a = 2 punkt P nalezy
do

dlaa = —2 punkt P nalezy
do

dlaa = —% punkt P
nalezy do

dlaa = % punkt P nalezy
do

Cwiczenie 2

Pytanie

dla kazdego a € (1,2)
punkt P nalezy do

dla kazdego a € (—2,—1)
punkt P nalezy do
dla kazdego a € (%, %)
punkt P nalezy do

dla kazdego
ac (—%,—%) punkt P
nalezy do

Cwiczenie 3

Pokaz ¢éwiczenia: O @

potprostej AB [ ]
potprostej AB [ ]
odcinka AB [ ]

odcinka AB [_]

potprostej AB [ ]
potprostej AB [ ]

odcinka AB [ ]

odcinka AB [_]

prostej AB (]
prostej AB [ ]
potprostej AB [ ]

potprostej AB [

prostej AB (]
prostej AB (]

potprostej AB [ ]

potprostej AB ]

O
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Wiadomo, ze AP = a - AB, gdzie AB nie jest wektorem zerowym, za$ a jest dowolng liczba
rzeczywista. Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

O

. . H H . H . . r . .
Wiadomo, ze AP = a - AB, gdzie AB nie jest wektorem zerowym, za$ a jest dowolng liczba
rzeczywista. Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.



Cwiczenie 4

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem. Czy jeden z przedstawionych wektorow jest iloczynem
drugiego przez liczbe 32

Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

() nie

(O tak



Cwiczenie 5

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem. Czy jeden z przedstawionych wektorow jest iloczynem
drugiego przez liczbe 3?2

Zaznacz poprawng odpowiedz.

() nie

(O tak



Cwiczenie 6

. . % H . % . . Ve . .
Wiadomo, ze AP = a - AB, gdzie AB jest niezerowym wektorem, za$ a jest liczba
rzeczywistg nalezagcg do podanego przedziatu. Jaka figure tworzy zbiér wszystkich punktéw P
, spetniajgcych podany warunek? Potgcz w pary.

Odcinek od A do B wraz z punktem A,

— —

AP =a-AB,a € (0,1) ale bez punktu B

— — Odcinek od A do B wraz z punktem B,
AP =a-AB,a < (0,1) ale bez punktu A.

— — Odcinek od A do B wraz z punktami A
AP =a-AB,a € (0,1) i B.

— Odcinek od A do B bez punktéw A i B



Cwiczenie 7

. . H H . H . . .
Wiadomo, ze AP = a - AB, gdzie AB jest niezerowym wektorem przedstawionym na

rysunku i

—
AB‘ = 2, za$ a jest liczba rzeczywistg nalezaca do podanego przedziatu. Jaka figure

tworzy zbidr wszystkich punktéw P, spetniajgcych podane warunki?

Potacz w pary.

— — Odcinek o dtugosci 4, ktorego
AP=a-AB ac(L,3) poczatkiem jest punkt B.

— — Odcinek o dtugosci 4, ktérego sSrodkiem
AP =a - AB, ac <O, 2> jest punkt B.

— N Odcinek o dtugosci 4, ktérego koricem
AP=a-AB,a€ (-2,0) jest punkt A.
— Odcinek o dtugosci 4, ktérego srodkiem

—
AP =a-AB,ac (-1,1) jest punkt A.



Cwiczenie 8

Rysunek ponizej przedstawia trapez, w ktérm ocinek tgczacy srodki ramion figury jest
rownolegty do jego podstaw oraz ma dtugosé rowng Sredniej arytmetycznej dtugosci tych
podstaw.

A B

Uporzadkuj ponizsze wypowiedzi tak, aby powstat dowdd twierdzenia.

Najpierw zauwazmy, ze przy oznaczeniach jak na rysunku prawdziwe sa rownosci

PQ = PA+ AB+ BQ, PQ = PD + DC + CQ

= . — - — =
Stad wynika PQ) = 5| a + 1 | DC, co oznacza, ze wektory PQ i DC sa

rownolegte.

— —

Poniewaz wektory AB i DC' sg rownolegte i majg zgodne zwroty, wiec istnieje taka
> —

liczba dodatnia a, ze AB = a - DC, zatem ostatnia rowno$¢ jest rownowazna

— — = —
2PQ =a-DC + DC = (a+1)DC.

Po dodaniu powyzszych réwnan stronami otrzymujemy réwnanie
— — = — = — =
2PQ = (PA + PD) + <AB + DC’) + (BQ + CQ)

Poniewaz wektory PQ i AB réwniez sa rownolegte to suma dtugosci wektoréow

O

O
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114



H . H . Ve ’ . ’ . H Ve . . &4
AB i DC jest rowna dwukrotnosci dtugosci wektora P(Q), réwnowaznie dtugosé

H . Ve . 7 . Ve H . H r
wektora P() jest rowna potowie sumy dtugosci wektorow AB i DC, co konczy
dowdd.

Poniewaz PA + PD = 0 oraz BQ + CQ = 0 , wiec powyzsze réwnanie
przyjmuje postac 2PQ AB + DC

Pozostaje tylko pokazac zaleznos¢ miedzy dtugosciami podstaw i odcinka tgczacego
srodki ramion.
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Cwiczenie 9

Wykaz, ze odcinek taczacy $rodki dwdch bokéw dowolnego trojkata jest rownolegty do
trzeciego boku, a jego dtugos¢ jest rowna potowie dtugosci tego boku.

C

Uzupetnij luki.

Przy oznaczeniach jak na rysunkué’ ------------- AD = DC = %AC/’ iCE = EB = %Cé
; ; R T oy L
Zatem DE = DC+ CE = AC + 5CB = 5| AC+ (CB | = 5AB,
S 1 2 ey e A A el ol Al SRR —
czyli DE = 5 AB,: DEi AB oraz 'DE'" AB,

‘ jest potowa dtugosci wektora ’ ‘ sg rownolegte ’ ‘ co konczy dowdd ’

‘ skad wynika, ze wektory ’ ‘ dtugos¢ wektora ’ ‘ zachodzg réwnosci ’




Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownoleglo$é wektorow

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:
Zakres rozszerzony 3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspotrzedne oraz dtugos¢, dodaje
wektory i mnozy wektor przez liczbe, oba te dziatania wykonuje zarowno analitycznie, jak
i geometrycznie.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:

e Rozpoznasz wektory rownolegte.
o Wykorzystasz warunek réwnolegltosci wektoréw do dowodzenia twierdzen

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e metoda sytuacyjna;
o dyskusja.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedq poruszane
podczas lekciji.

Faza wstepna:

1. Przedstawienie uczniom tematu: ,RoOwnolegtos¢ wektoréw” oraz celow lekci,
a nastepnie okreslenie kryteriow sukcesu.

2. Nauczyciel zadaje uczniom pytanie dotyczgce ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie
poruszanej tematyki. Prosi wybranego ucznia lub uczennice o zapisywanie propozycii.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ indywidualnie z treScig sekcji ,Aplet”. Zapisuja ewentualne
pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie
ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

2. Wybrani uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnosc¢ ich wykonania , omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: ,Ro6wnoleglos¢ wektoroéw” i inicjuje krotka
rozmowe na temat kryteriéw sukcesu. Czego sie uczniowie nauczyli? Na koniec prosi

chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupeinia informacije.



Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Rownoleglos¢ wektorow”).

Materialy pomocnicze:

» Pojecie wektora
o Wektory rowne

Wskazowki metodyczne:

o Medium w sekcji ,Aplet” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace analizy
problemu w temacie ,Rownolegto$¢ wektorow”.


https://epodreczniki.pl/a/wprowadzenie/DC41tjNZx
https://epodreczniki.pl/a/wektory-rowne/D8yWn7Q8i

