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Zrédto: Aaron Burden, dostepny w internecie: unplash.com, domena publiczna.

Twierdzenie o trzech ciggach jest jednym z narzedzi uzywanych do badania czy dany ciag
jest zbiezny i jakg ma granice. Twierdzenie to ma swojg (nieco zartobliwg) interpretacije

w postaci twierdzenia o policjantach: Jesli idziesz pomiedzy dwoma policjantami i Ci
policjanci zmierzajg na ten sam komisariat, to Ty rowniez tam zmierzasz. W tym temacie
poznamy matematyczng interpretacje tego twierdzenia.

Twoje cele

o Poznasz twierdzenie o trzech ciggach.
» Uzasadnisz zbiezno$¢ pewnych ciggow, korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach.
e Obliczysz granice ciggdow wykorzystujgc twierdzenie o trzech ciggach.




Przeczytaj

Temat ten poSwigcimy przedstawieniu waznego narzedzia, ktore pozwala stwierdzac
zbiezno$¢ ciggu oraz wyznaczac jego granice. Jest to twierdzenie o trzech ciggach.
Intuicyjnie mowi ono, ze jesli uda nam si¢ ograniczy¢ ogolny wyraz ciggu z gory oraz z dotu
przez ogolne wyrazy ciggow zbieznych do tej samej granicy, to wyjSciowy ciag tez jest
zbiezny do tej samej granicy. Formalnie mozna je zapisa¢ nastepujgco.

Twierdzenie: o trzech ciggach

Niech dane bedg nieskonczone ciagi (a,,), (b,), (c,).Jezeli dla prawie wszystkich
wyrazow tych ciggow zachodzg nierownosci

by < a, <y
oraz
liInn—)—i—oo bn =9, limn—>+oo Ch — 9,
to wowczas rowniez

lim a, = g.
n—-+oo n g

Ponizsze przykitady pokazuja w jaki sposdb mozna uzy¢ powyzszego twierdzenia do
stwierdzania zbiezno$ci ciggu i obliczenia jego granicy.

Przyktad 1
Obliczymy granice ciggu o wyrazie ogolnym
an = VT
Zauwazmy, ze dla kazdegon € N
7= T < BT

oraz

/3T < /T = /2 = /27,
Wykazali$my zatem, Ze
7 < /3y < /2.7

Mamy wigc dwa ciagi b, = 7 oraz ¢, = /2 - 7 takie, ze



javascript:void(0);

lim by=7 , lim c,=7- lim V2=7-1=7

n—-+00 n—-+o0o n—-+o0o

Poniewaz ciagi b, oraz c,, sg zbiezne do tej samej granicy rownej 7 wigc z twierdzenia
o trzech ciggach wnioskujemy, ze
lim {/3"+7" =7.

n—-+o0o

Przyktad 2

Obliczymy granice ciggu o wyrazie ogolnym

Gy = {f2n—3-nt(2)".
Na poczatek zauwazmy, ze
{2r-s(3) =)@ )

Ponadto dla kazdegon € N mamy

@) =) @) <) HR) +(2) = {/3(2)" =3 2

oraz

Zatem

3 </

Poniewaz pierwszy i trzeci ciagg w powyzszych nieréwnosciach sg zbiezne do granicy

)'=(5)"+(5)" =¥3- 3

|~

rownej % wiec z twierdzenia o trzech ciggach wynika, ze

: n/(1\n 1\n 2\n __ 2
Jim ()" =(5)"+(5)" = 5

Przyktad 3

Obliczymy granice ciggu o wyrazie ogolnym

_ 2n4(=1)"
an = —3,75

Zauwazmy, ze wyrazenie (—1)" przyjmuje tylko dwie wartosci: 1 lub —1 wiec dla kazdego
n € N wyraz ogdlny ciaggu mozemy oszacowa¢ w nastepujacy sposob

on—1 2n+(-1)" < 2n41
3n+d — 3n+5 — 3n+5



Poniewaz

hm 2n—1 — hm 2n+1
ns+too 3MTd  pYoo 3Nt

_ 2
=3,

wiec z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze

li 2n+(—1)" 2

5
Przyktad 4

Obliczymy granice ciggu o wyrazie ogolnym

3n+cosn

an = n+1

Poniewaz —1 < cosn < 1 dlakazdegon € N, wiec wyraz ogélny ciggu a, mozemy
oszacowac nastepujaco

3n—1 < 3n+cosn < 3n+1

n+l — n+1 — n+l °
Po lewej oraz prawej stronie otrzymali$my ciagi b,, = 3:_11 orazc, = ?;?jll . Poniewaz

lim b, = lim ¢, =3
n—-+00 n—-+00

wiec z twierdzenia o trzech ciggach wnisokujemy, ze liI_P an = 3.
n—-—+0oo

Na koniec podamy jeszcze jedno twierdzenie.

Twierdzenie: o zachowaniu nieréownosci

Niech dane bedg nieskonczone ciagi (a,), (b,). Jezeli dla prawie wszystkich wyrazow
tych ciggdéw zachodzi nier6wnos¢

a, < b,
oraz
wfho On = @, B0, B =0,
to
a<b
Przyktad 5
Rozwazmy cigg o wyrazie ogolnym

n+1 °



javascript:void(0);

7 faktu, ze —1 < sinn < 1 dlakazdego n € N wynika, ze sin? n < 1 dla kazdegon € N.
Stad

s 2
sin“n 1
n+1 < n+1 °

Z przytoczonej powyzej wlasnosci wnioskujemy zatem, ze

2
lim S$2n < Jjm 1.
notoo Ml — oo ntl

. Cq. 1 .
Poniewaz nl_1>ri100 -1 = 0, wiec

.
. sin” n
nl—l>r—0¥loo n+1 < 0.

S;l‘jiln > 0 dlakazdegon € N, cowraz z ostatnig

Z drugiej strony jasne jest, ze

nierownoscia oznacza, ze

. 9
. sinn __
n1—1>I—Poo ntl 0.

Stownik
prawie wszystkie wyrazy ciagu

wszystkie wyrazy ciggu poza co najwyzej skonczong ich iloscia



Animacja

Polecenie 1

Ponizej znajduje sie animacja, na ktérej przedstawiono dowdd twierdzenia o trzech ciggach.

Zapoznaj sie z nig a nastepnie wykonaj umieszczone pod nig polecenia.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dglg3NSOI

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej twierdzenia o trzech ciggach.

Polecenie 2

Korzystajac z twierdzenia trzech ciggach, wyznacz granice ciggu o wyrazie ogdlnym

an = V51430 42n

Polecenie 3

Korzystajac z twierdzenia trzech ciggach, wyznacz granice ciggu o wyrazie ogélnym

2
a pu— —_—
" Ysngen



https://zpe.gov.pl/a/DgIg3NSOI

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wskaz granice ciggu o wyrazie ogélnym a,, = v/3"+6"+1.

o O O

O 6

Cwiczenie 2

Wskaz ciagg, ktérego granica jest rowna 4.

O a, = v/2n+1492n

O ap= V530

O _ An+(-1)"
An = ~ont1



Cwiczenie 3

Wskaz ciagi, ktorych granica jest rowna 4.

_ 4n’+sin(n+1)
o n2+2

an = /413715

4n+cos?n

an = n2+1

O o o

) ap, = /4"+3"+5"

Cwiczenie 4

Uzupetnij ponizsze nieréwnosci tak, aby na ich podstawie oraz z wykorzystaniem twierdzenia
o trzech ciggach mozna byto wyznaczy¢ granice ciggu o wyrazie ogélnym a,, = v/ 2+4"+5"

..........................................

Cwiczenie 5

Potacz w pary ciagi z ich granicami.

an = V476" 6

9n—sin(2n)

an = n+3 9
- 9n2+(— 1)n+1 4
n 3n2+n

an = /9 "375" 3

a, = V/22n43n45 5

| CEwiczenie 6



Cwiczenie 7
Dla kazdego z podanych ciggdw zaznacz jego granice.

an,
a, = /6749
an = V3467
an = /6743742
an = /613"

O0|0|0]|«
O 0|00 =
O0|0|0]| e

Cwiczenie 8

Potacz w pary ciagi o tych samych granicach.

n - _ ntcosn
anp = \/2n_|_51 ni4 an = 5,11

Q. = 9 o 6n2+cos(n—3)
n = Ugmion n = "3ptom
an = 2 Q. = 4n’+n+2cosn

¥/ 3n44n n n2+4n+1

n __ n+cosn

ap, = V/9"+7 n = ~51p

sin(n?+1)+5
a, = {/3n+2 {2+l . in(n?+1)+5n

n



Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Twierdzenie o trzech ciggach

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciggi

Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:

. . . , . . . , 1 . . ,

1. oblicza granice ciggow, korzystajgc z granic ciggow typu -, {/a oraz twierdzen
o granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggoéw zbieznych, a takze twierdzenia
o trzech ciggach;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje twierdzenie o trzech ciggach do wyznaczania granic pewnych ciggow
zbieznych,

 stosuje twierdzenie o zachowaniu nieréwnosci przy przejsciu do granicy,

» tworzy algorytm wyznaczajacy granice ciggow zbieznych z zastosowaniem twierdzenia
o trzech ciggach.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwroécona klasa;
» metoda tekstu przewodniego;
» dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekcii.

Faza wstepna:
1. Nauczyciel inicjuje rozmowe wprowadzajacg w temat: ,Twierdzenie o trzech ciggach”
Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg sie indywidualnie z trescig sekcji ,Animacja”. Zapisujg ewentualne
pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie
ktorejnauczyciel wyjasnia niezrozumiale elementy z materiatu.

2. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniow ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. Kolejne ¢wiczenia nr 3-5 uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultujg swoje
rozwiazania z inna parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi, zapisuja problemy,
ktore napotkali podczas rozwiazywania ¢wiczen.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie poréwnujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:



i

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Praca domowa:

1. Uczniowie zapoznaja sie z medium w sekcji ,Animacja” i rozwiazuja polecenia z nim

zZwigzane.
Materialy pomocnicze:
» Pojecie ciggu
Wskazowki metodyczne:

e Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,Animacja” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg sie z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigzac¢ zadania w temacie ,Twierdzenie o trzech
ciggach”.


https://epodreczniki.pl/b/pojecie-ciagu/P12ieqJKe

