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Zrédto: dostepny w internecie: BarBus z Pixabay, domena publiczna.

Kazdemu z nas zdarzyto si¢ wskazywac¢ miejsce spotkania, majgc na uwadze, by kazdy miat
taka samg odlegtos¢ do pokonania. Dzieki temu materiatowi nauczymy sie, jak precyzyjnie
wskazac takie miejsce dla trzech osob, ktorych potozenie nie jest wspotliniowe (osoby nie
stojg wzdtuz jednej prostej). Trzy punkty na plaszczyznie, ktore nie sg wspotliniowe
wyznaczaja trojkat. Naszym zadaniem bedzie wyznaczenie punktu, ktory bedzie
rownooddalony od kazdego wierzchotka. Punkt ten, to srodek okregu opisanego na

trojkacie.
Twoje cele

o Wskazesz, gdzie lezy Srodek okregu opisanego na trojkacie.
e Wyznaczysz dlugo$¢ promienia okregu opisanego na trojkacie.
o Okreslisz miary katow wewnetrznych w trojkacie, jezeli jest opisany na nim okrag.



https://pixabay.com/pl/users/barbus-3692519/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2817074
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2817074

Przeczytaj

Na poczatku przypomnimy:
Twierdzenie: o symetralnych bokow tréjkata

Symetralne bokow trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie, ktory jest srodkiem okregu
opisanego na tym trojkacie.

Reguta: srodek okregu opisanego na trojkacie
Srodek okregu opisanego na trojkacie:

» ostrokatnym lezy wewnatrz trojkata;
e prostokatnym lezy na $rodku przeciwprostokatnej;
e rozwartokatnym lezy na zewnatrz trojkata.

Wazne!
Promien okregu opisanego na trojkacie oznaczamy R.
R - jest odlegloscia $rodka okregu od wierzchotkow trojkata.

Przyktad 1

Tréjkat ABC jest trojkatem rownoramiennym. Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego
na tym tréjkacie, za§ D - spodkiem wysoko$ci opuszczonej z wierzchotka C na podstawe
AB. Obliczymy dlugo$¢ promienia tego okregu, jesli:

a)|CD| =5i|AB| =4,
b)|CD|=3i|AB| = 8.
Rozwigzanie

a) Skoro |CD| = 51 |AB| = 4, to trojkat ABC jest trojkgtem ostrokatnym:




Zwro¢my uwage, ze |OD| = |CD| — |CO| =5 — R

Stosujac twierdzenie Pitagorasa dla trojkata prostokatnego ADQO, otrzymujemy:
R?=(5—R)*+2?

R? =25 —-10R+ R* + 4

10R =29

R=2,9

b) Skoro |CD| = 31 |AB| = 8, to trojkat ABC jest trojkgtem rozwartokatnym:



Z ilustracji graficznejwidzimy, ze |OC| = R, za$ |OD| = R — 3.

Stosujac twierdzenie Pitagorasa do tréjkata prostokatnego A DO otrzymujemy:
R2=(R-3)+4

R?>=R>-6R+9+16

6R = 25

R=4%

Przyktad 2

Obliczymy dtugos¢ promienia okregu opisanego na trojkacie prostokgtnym:
a) rownoramiennym o przyprostokatnejdtugosci 6 cm,

b) o przyprostokatnych dtugosci 15 cmi 8 cm.

Rozwigzanie

a) Skoro mamy trojkat prostokatny, to wiemy juz, ze Srodek okregu opisanego na trojkacie
prostokatnym lezy na $rodku przeciwprostokatnej, zatem dlugo$¢ promienia tego okregu
rowna jest potowie dtugosci przeciwprostokatne;j.

R = %c, gdzie c jest dtugoscia przeciwprostokatne;j.

Na poczatek przypomnijmy sobie zaleznosci, jakie sa charakterystyczne dla trojkata
prostokatnego rownoramiennego.
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Nasze przyprostokatne sg dlugosci 6 cm, zatem przeciwprostokatna jest dlugosci

62 cm.
R=1.6V2=23V2[cm]

b) Wiemy, ze potrzebujemy dlugosci przeciwprostokatnej, zatem stosujemy twierdzenie
Pitagorasa, by ja obliczy¢.

Zatozmy, ze nasza przeciwprostokatna, to ¢, wowczas otrzymujemy:

c? = 152 4 82
c? =225+ 64
c? = 289

¢ =17 [cm]

Znajac dtugosc przeciwprostokatnej, obliczymy dtugos¢ promienia okregu opisanego na
tym trojkacie

R=1.17=28,5[cm].
Wiasnos¢: dtugosc promienia okregu opisanego na tréjkacie rownobocznym

W trojkacie rownobocznym symetralne zawieraja wysokoSci tego trojkata, ktore
przecinaja si¢ w jednym punkcie, ktory dzieli kazdg z nich w stosunku 2 : 1, liczac od
wierzchotka.
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Przyktad 3
Obliczymy dlugos¢ promienia kota opisanego na trojkacie rownobocznym o polu 36v/3.
Rozwigzanie

a*V3

Na poczatek korzystajgc ze wzoru na pole trojkgta rownobocznego P = == obliczymy
dtugos¢ boku trojkata.

361/3 = ©¥3

a2 =144

a=12
Majac dtugosc boku, bez problemu obliczymy R.

12V/3 2
R=1385 =4V3
Przyktad 4

Wyznaczymy miare¢ kata a z rysunku.

>

Rozwigzanie

Wprowadzmy dodatkowe oznaczenia na rysunku.



Zauwazmy, ze tréjkat o katach 25°, B oraz bokach dlugosci r jest rownoramienny, zatem:
B=180"—2-25" =130"

Poniewaz « jest katem wpisanym, a 8 katem $rodkowym opartym na tym samym tuku co
kat o, to z wlasnosci katow wpisanych i sSrodkowych w kole mamy

B =2a,czylia = %B
Zatema = % -130° = 65°.
Przyktad 5

Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ostrokgtnym ABC'. Kat ACO jest
cztery razy wiekszy od kata BAQO, a miara kata CBO jest o 12° wieksza od miary kata
ABO. Obliczymy miary katow trojkata ABC.

Rozwigzanie

Narysujmy okrag o $rodku w punkcie O opisany na trojkacie ABC' i wprowadzmy
oznaczenia, jak na rysunku.


javascript:void(0);

Niech |[<BAO| = a.

Wobec tego |<<ACO| = 4a.

Zauwazmy, ze trojkaty ABO, BCO oraz ACO s3 rbwnoramienne.
Zatem:

|<ACO| = |<CAO| = 4«

|<BAO| = |<ABO| = «

|<BCO| = |<CBO| = a + 12°

Wobec faktu, ze suma miar katow wewnetrznych w trojkgcie wynosi 180°, by wyznaczy¢
warto$¢ o, rozwiazujemy réwnanie:

da+4aoa+a+a+a+12° +a+12° =180°
12a0 = 156°

a=13"

Zatem miary katow trojkata ABC wynosza:
|<BAC| =13" +52° =65°

|[<ACB| =52" +25" =T77°

|<ABC| =13" +25° = 38°

Przyktad 6



Pokazemy, ze odleglo$¢ wierzchotka tréojkata ABC od ortocentrum jest dwa razy dluzsza
od odleglosci srodka okregu opisanego na trojkacie ABC od $rodka przeciwleglego
boku.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:

gdzie O oznacza ortocentrum tréjkata ABC, za$ S - srodek okregu opisanego na
trojkacie ABC.

Zauwazmy, ze trojkaty ACO i KN S sg podobne, gdyz AO || SK, CO || SN oraz

AC || KN , cooznacza, ze: |[<COA| = |[<KSN|, |<ACO| = |[<KNS|i

|<OAC| = |<SKN|. Poniewaz odcinek KN jest odcinkiem Srodkowym trojkata ABC,
to skala tego podobienstwa wynosi %

To oznacza, ze: |SK| = 5| AO| co nalezato udowodnic.

Stownik
symetralna

symetralna boku to prosta prostopadia do tego boku, przechodzaca przez jego $rodek;
istotng wlasnoscia symetralnejjest fakt, ze punkt lezacy na niejjest rownooddalony od
koncow tego odcinka

okrag opisany na tréjkacie
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okrag jest opisany na trojkacie, jezeli wszystkie wierzchotki trojkgta leza na okregu;
wowczas powiemy, ze trojkat jest wpisany w okrag

ortocentrum
punkt przeciecia wysokosci trojkata
wiasnosci katow wpisanych i sSrodkowych w kole

1. miara kata srodkowego jest dwa razy wieksza niz miara kata wpisanego opartego na
tym samym tuku
2. miary katow wpisanych opartych na tym samym tuku sa rowne



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Trojkat, ktérego boki sg liniami Srodkowymi, nazywamy trojkagtem Srodkowym.
Uruchom symulacje i obserwuj zaleznos¢ dtugosci promienia okregu opisanego na
tréjkacie sSrodkowym DEF' od dtugosci promienia okregu opisanego na trojkacie ABC

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DIXctkolM

Polecenie 2
Jaka jest zalezno$¢ miedzy dtugosciami promieni okregéw opisanych na tréjkacie i jego

tréjkacie srodkowym? Odpowiedz uzasadnij.


https://zpe.gov.pl/a/DIXctkolM

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @
Cwiczenie 2 ®
Cwiczenie 3 ¢
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O
Cwiczenie 7 O

Odcinek AC jest $rednicg okregu o srodku w punkcie O. Punkt B lezy na tym okregu.
Wyznacz miary katéw tego tréjkata, jezeli wiadomo, ze 2a — 8 = 60°.




Cwiczenie 8 ®
Na tréjkacie o bokach v/ 10, \/ﬁ v/ 23 opisano okrag. Oblicz dtugos¢ promienia tego
okregu.

Cwiczenie 9 0
Punkt O jest srodkiem okregu przedstawionego na rysunku. Oblicz dtugo$¢ promienia
R okregu i pole tego trojkata.




Dla nauczyciela

Autor: Agnieszka Alabrudzinska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Srodek okregu opisanego na tréjkacie

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych dtugosciach
bokow (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie
cosinusow); stosuje twierdzenie: w tréjkgcie naprzeciw wiekszego kata wewnetrznego lezy
dtuzszy bok;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegodlne w trojkacie: sSrodek okregu wpisanego
w trojkat, srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich wlasnosci;

11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkéw w figurach
ptaskich oraz obliczania pol figur.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wskazuje, gdzie lezy srodek okregu opisanego na trojkacie;
» wyznacza dtugo$¢ promienia okregu opisanego na trojkacie;
 okresla miary katow wewnetrznych w trojkacie, jezeli jest opisany na nim okrag.



Strategie nauczania:

» konstruktywizm
e konektywizm

Metody i techniki nauczania:

pogadanka w oparciu o symulacje interaktywna;

liga zadaniowa;

burza mozgow;

technika swiatel drogowych.
Formy pracy:

e pracaw parach;
e pracaw grupach;
e praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do Internetu

projektor multimedialny

e-podrecznik

celofan, pisaki
Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie, metodg burzy mozgow, przypominajg informacje o okregu opisanym na
trojkacie.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie, pracujac w parach, analizujg przyktady zawarte w sekciji ,,Przeczytaj”
i aplecie.

2. Nauczyciel kontroluje prace uczniow, wyjasnia watpliwosci.

3. Nauczyciel wyswietla symulacje interaktywng i prowadzi rozmowe tak, by uczniowie
odpowiedzieli na pytanie z Polecenia 2. Nauczyciel uzasadnia prawdziwos$¢ wniosku
W oparciu o rozwigzanie tego polecenia.

4. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia
interaktywne 4 - 9 na czas. Grupa, ktora rozwigze poprawnie ¢wiczenia jako pierwsza,
wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywno$c¢. Rozwigzania sg
prezentowane na forum klasy, watpliwoSci omawiane.



Faza podsumowujaca:

» Na koniec zaj¢¢ nauczyciel przypomina uczniom cel lekciji i kryteria sukcesu. Pyta,
uzywajac techniki $wiatet drogowych, o stopien ich realizacji.

Praca domowa:

e Uczniowie jako zadanie domowe wykonuja ¢wiczenia 1 - 3 z sekcji ,,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

o Okrag opisany na trojkacie
Wskazowki metodyczne:

Symulacje interaktywng mozna wykorzysta¢ podczas realizacji tematu ,Wlasnos$ci okregu
opisanego na trojkacie”.
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