Jak wyznaczyc¢ rownanie asymptoty?

« Wprowadzenie
o Przeczytaj
 Film samouczek
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zrodto: Andreas Kretschmer, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

UmiejetnoS$¢ wyznaczania rownan asymptot wykorzystana jest m.in. w modelowaniu
procesow. Wiele cech réznych systemow po poczatkowym okresie wzrostu wchodzi

w okres stopniowego nasycenia, majgc asymptote rownoleglta do osi czasu. Znajac popyt
poczatkowy, szacujac maksymalny popyt oraz predkos¢ jego wzrostu mozna wyznaczyc
niezbedne parametry do optymalizacji strategii produkcji np. sprzedazy, ustug czy nawet
wydolnos¢ srodowiska do utrzymania danego gatunku.
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Twoje cele

e Wyznaczysz rownania asymptot wykresu funkcji.

» Zastosujesz poznane metody wyznaczania rownan asymptot pionowych, ukosnych
i poziomych wykresu funkcij.

» Wykorzystasz poznane definicje i twierdzenia do rozwigzania zadan.



Przeczytaj

Asymptoty wykresow funkcji pozwalaja lepiej wyobrazi¢ sobie ich ksztatty. Nie sg one
czescig wykresu, a stanowig jedynie linie pomocnicze przy ich szkicowaniu.

Sa trzy rodzaje asymptot:

e pionowe,
e poziome,
o ukosne.

Asymptota pozioma jest szczeg6lnym przypadkiem asymptoty ukosne;j.

Aby wyznaczy¢ rownania asymptot wykresu funkcji, rozpoczynamy od wyznaczenia
dziedziny funkciji, ktorg zapisujemy w postaci sumy przedziatow. W punktach, w ktorych
funkcija jest nieokreslona, sprawdzamy istnienie asymptoty pionowe;.

Nastepnie liczymy granice w plus i minus nieskonczonosci; jezeli otrzymamy granice
wlasciwg, to mozemy podac¢ réwnanie asymptoty poziomej, natomiast gdy granice te sa
niewlasciwe, to szukamy asymptoty ukosne;j.

Poniewaz asymptota pozioma jest szczegolnym przypadkiem asymptoty ukosnej, zatem jesli
okaze sig, ze istnieje asymptota pozioma lewo lub prawostronna, to nie badamy istnienia
asymptoty ukosne;j.

Wyznaczanie rownan asymptot pokazemy na ponizszych przyktadach.
Przyktad 1

Podamy rownania asymptot wykresu funkcij:

fla) = L.

Rozwigzanie zadania rozpoczynamy od podania dziedziny funkciji.
Funkcja jest poprawnie okreslona dla z > 0, wiec Dy = (0, 00).

Liczac wiec granice na konczach przedzialu otrzymamy: ILm f(z) = Lm % =0

oraz

g o) = Ji 7 = e




Zatem prosta y = 0 jest asymptotg poziomg prawostronna wykresu funkcji f a prosta
x = 0 jest asymptotg pionowq prawostronng wykresu funkciji f.

Przyktad 2

z2—5z
z2—4 -

Podamy réwnania asymptot wykresu funkcji f(z) =
Rozwigzanie zadania rozpoczynamy od podania dziedziny funkciji.
Funkcja jest okreélona dla % — 4  0:
?—4=(x+2)(z—2)=0dlax = —-2iz =2

Stad dziedzing funkciji jest zbior Dy = R\ {—2, 2}.

Dziedzing¢ zapisujemy w postaci sumy przedzialow, bo jest to wygodne przy liczeniu
granic.

D = (—00,~2) U (=2,2) U (2, 00).

Granice liczymy na koncach przedziatow wyznaczonych w dziedzinie:

z2 5z 5
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Istnieje asymptota pozioma obustronna y = 1.

Aby policzy¢ granice jednostronne przy x dazgcym do (—2) i z dgzgcym do 2 rozktadamy
mianownik na czynniki: 22 — 4 = (z + 2)(z — 2).

2 2
lim f(z) = lim £2% = lim %% . =
Jm flz) = Im SoF = im ohoey

0 -(—2-2)
Jim, f(e) = lim S = I, Gty =
= [F552] = [ ] = oo
Prosta ¢ = —2 jest asymptotg pionowg obustronng wykresu funkciji.
Jip flo) = Jip S5 = i oy = [t -

- [4] = [#] -
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Prosta z = 2 jest asymptotg pionowg obustronng wykresu funkcij.

Asymptota pozioma jest szczeg6lnym przypadkiem asymptoty ukosnej, dlatego tez,
poniewaz istnieje asymptota pozioma y = 1, to nie badamy istnienia asymptoty ukosne;j.

Zilustrujemy te asymptoty na wykresie funkcji f(z) = %.
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Odpowiedz:

Wykres funkciji f(z) = ‘f f’f ma asymptote pozioma obustronng y = 1 oraz dwie

asymptoty pionowe £ = —2iz = 2.

Przyktad 3

3
r—2"°

Podamy réwnania asymptot wykresu funkcji f(z) = \/

Zanim przejdziemy do wyliczenia dziedziny, funkcje f(x) zapiszmy w postaci:

flo) =/ 25 = /22 =1l /35

Skorzystali$my z wtasnosci vV'z? = |z|.

Funkcja f(z) = || - \/mm2 jest okreslona dla —%5 > 0.



Rozwigzujac nierowno$¢ —%5 > 0, zauwazamy, ze jest ona rownowazna nieréownosci
z(rx—2)>0iz #2.

Rozwigzaniem nieréwno$ci z(z — 2) > 0 przy zatozeniu, ze z # 2, jest
z € (—00,0) U (2, 00).

Rozwigzanie tej nierownosci mozemy odczyta¢ z wykresu funkcji y = z(z — 2):

Yi
5

Dziedzing funkcji f(z) = || - \/me jest zbior Dy = (—o00,0) U (2, 00).

Korzystajac z definicji wartosci bezwzglednej oraz uwzgledniajgc dziedzing funkciji f,

mozemy mozemy zapisac:

T-4,/75% dlazec (2 00)

f@) =zl /355 = .
—z -4,/ dla z e (—0,0)
Policzymy teraz granice na krancach przedziatow wyznaczonych w dziedzinie.
lim |m|\/xf2 = lim (—:L" xf2>: lim (—x- z;2):
T——00 T——00 T——00 v
— i ( \/ 1 ) _
= lm | —x- 2 =00
T——00 1-=
lim |o] - /525 =0
Sl /==

: T 2 _
mlgglj:):\ : \/m_2 = {2- 0—] = 00



javascript:void(0);

—_— T
lim |z]-,/-% = lim (a: “’2): lim (z-4/ =5 | =
z—+400 = z—+400 = z—+00 ety

= lim (z- L) =
z—+00 1-+

Na podstawie wyliczonych granic mozemy stwierdzi¢, ze wykres funkcji ma asymptote

pionowa prawostronng = 2 i nie ma asymptot poziomych, szukamy wigc asymptot
uko$nych.

Prosta y = ax + b jest asymptota uko$na wykresu funkciji, gdy istniejg granice wlasciwe

a= lim @ib: lim [f(z) —az]luba = lim @ib: lim [f(z) — az].

T——00 T——00 T—+00 T——+00

Liczymy wiec granice:

e Mzz_.( x)_. =\
a_:cglzloo z _wglzloolx‘ z _mglpoo z—2 _acglpoo z_ 2z o

. 1 1
iﬂ%(‘\/l_%) =—y10o="1

a=—1,

b= lim [f(z) —ax] = lim [|x\ : \/mf2 +:c] = lim {—x-\/wfz —1—33] =

T—r—00 T—r—00 T——00

= im [o(—y/5Er )] = i [ (1 y/55) |

Przeksztal¢my to wyrazenie do postaci utatwiajgcejwyliczenie granicy:

_ _Z_). z T T—2 T
x(l— — )::c- (1-y=) (1) - T = o
z—2 1+\E 144/ = 1+\/ L

T—2 —2

= - z—2 = z—2 = —2z =
/35 E @)
_ —2 — —2
m(l—%)(l—O— m) (1—%) (1-1— 11%>
Wro6¢my do wyliczenia b:

b= lim [“’(1 - \/%m2 )} = A% {(1;) (15\/1 s ) } o <1_+2‘/IT_°) .
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Prosta y = —x—1 jest asymptotg uko$ng lewostronng wykresu funkciji f(x).

Analogicznie wyznaczamy rownanie asymptoty ukosnej prawostronnej:

. . z—2 . . =
a= lim 22 = lim |z - \/ = lim (,/%) = lim — | =
z—+oo T z—r+00 z z—+00 = z—+00 el
S E 1 — 1 _
o ml—lgrkloo <\/ 1—% ) o 1-0

a=1
b= Jlim [f(2) ~az] = lim la| -\/5% —a] = lm [o-/5% —a] =

= Jim,[=(/5%7 1))

z . (\/1—2 z—2 S . w2 w2
a:( z—2 1)_x \/f”+1 N JE L \/””+1_
T—2 z—2 r—2

b= lim |z ?:hm[ : w:
e e el

2 _ 2 _
-2,

B (170)(145)

Prosta y = x + 1 jest asymptota uko$ng prawostronng wykresu funkcji f(z).
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y=—x—1

Asymptotami wykresu funkcji f(z) = \/ f—; sq proste:
e T = 2 pionowa prawostronna,
e y = —x — 1 uko$nalewostronna,

e y =z + 1 ukos$na prawostronna.

Pamietajmy, ze nie kazda funkcja ma asymptoty.
Przyktad 4

Rozwazmy funkcje f(z) = z3 + 5z? — 3z + 2. Wowczas Dy = R, wiec funkcja nie ma
asymptot pionowych.
Obliczmy granice na krancach dziedziny: ml_igloo ($3 + 5x? — 3z + 2) = +o00 oraz

1_i>m (:c3 + 5z — 3z + 2) = —o00, wiec funkcja nie ma asymptot poziomych.
T——00

Sprawdzmy, czy funkcja ma asymptoty ukos$ne. Policzmy granice:

lim #5822 — iy (22 4 52 — 3+ 2) = +o0 oraz
T——+00 z T——+00 z

lim ZH5r=8e42 — iy (:l;2 +5 -3+ 1) = +o00, wiec funkcja nie ma asymptot
T——+00 z T——+00 z
uko$nych.

Stownik



wartos¢ bezwzgledna liczby a

a] = a, dlaa=>0
= —a, dla a <0



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie teraz z filmem prezentujagcym wyznaczanie rownan asymptot wykresu funkcji

a nastepnie rozwiagz zadania i poréwnaj z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D8zPs920X

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej wyznaczania rownan asymptot.

Polecenie 2

1
z+1°

Podaj réwnania asymptot wykresu funkcji f(z) = = +

Polecenie 3

Podaj réwnania asymptot wykresu funkcji f(z) = 3z (\/x2 +2— Va2 + 1).


https://zpe.gov.pl/a/D8zPs92OX

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dana jest funkcja opisana wzorem f(a;) = 2;? . Asymptotami wykresu tej funkcji sg proste:

o o 0
I

(] z=-3

Cwiczenie 2 @)

Do wzoru funkcji dobierz réwnania asymptot jej wykresu.

h(xz) = 5;:23 y= -5 =—2
flo) = 2= y=52=2

g(z) = 5= y=—5z=2
k(z) = 2% y=52x= -2



Cwiczenie 3

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dana jest funkcja opisana wzorem f(:]:) = %.
Asymptotami wykresu tej funkcji sg proste o réwnaniach:
— _ _ 1
O y=3z=-lz=75
() Woykres funkgji f nie ma asymptot.
_ _ _ 1
O y—3,$—1,$——5
_ _ _ 1
O y=3z=-lz=—3
Cwiczenie 4
W wyznaczone miejsca wpisz odpowiednie liczby catkowite.
1) Prosta o rownaniu x = jest asymptotg pionowga obustronng wykresu
funkeji f(z) = 222
2) Prosta o réwnaniu x = jest rowniez asymptotg pionowg obustronng
. . _ 9?2
wykresu funkcji f(z) = =
3) Prosta o réwnaniu y = jest asymptotg poziomg obustronng wykresu

funkcji f(z) = 22

r2—x—-2"




Cwiczenie 5

9z>
3z+1

Dana jest funkcja opisana wzorem f(m) = . Wybierz wszystkie zdania prawdziwe.

Asymptota pionowg obustronng wykresu tej funkcji jest prosta o réwnaniu

[ |

(] Asymptota ukoéna obustronng wykresu tej funkcji jest prosta o réwnaniu y = 3z.

Asymptota ukos$ng obustronng wykresu tej funkcji jest prosta o rownaniu
y=3z— 1.

Asymptotg pionowa obustronng wykresu tej funkcji jest prosta o rownaniu z = —3

0J

Cwiczenie 6

22—10z+25

St d - Ocen prawdziwosé ponizszych zdan.

Dana jest funkcja opisana wzorem f(x) =

Prawda Fatsz

Asymptota ukos$ng
obustronng wykresu tej
funkcji jest prosta
0 wspotczynniku O O
kierunkowym

@) _

= lim 1
a= - 5

T —00
Asymptotg ukos$ng
obustronng wykresu tej
funkcji jest prosta
o wspotczynniku O O
b= lim [f(z) — ax] = —6

T— 00

Prosta o réwnaniuxz = 5

jest asymptotg pionowa

obustronng wykresu tej O O
funkciji.



Cwiczenie 7 @
Dana jest funkcja opisana wzorem f(x) = V2522 — 8. Wybierz zdanie prawdziwe.

O Proste o rownaniach y = —5x oraz y = 5 sg asymptotami ukosnymi wykresu tej
funkcji.

() Wykres funkgcji f nie ma asymptoty ukos$ne;j.
() Prosta o réwnaniu y = 2 jest asymptota pozioma wykresu tej funkcji.

O Prosta o réwnaniu ¢ = 27\/5 jest asymptotg pionowa wykresu tej funkcji.

Cwiczenie 8 @

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe. Dana jest funkcja opisana wzorem
f(z) = Y V9L \yykres funkdji f:

Z

(] ma asymptote pozioma o réwnaniu y = 0.
(] ma asymptote pionowa o réwnaniu z = 0.
(] maasymptote uko$na o réwnaniu y = 3.

(] nie ma asymptoty ukosnej.



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak wyznaczy¢ rownanie asymptoty?

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy. Zakres rozszerzony.

Uczen:

1) oblicza granice funkcji (w tym jednostronne).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencije cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

Uczen:

zna definicje asymptot wykresu funkciji;

zna twierdzenia umozliwiajgce wyliczenie rownan asymptot wykresu funkcii;

podaje réownania asymptot wykresu funkcij;

oblicza granice funkcji w nieskonczonosci i w punkcie, korzystajgc z poznanych
wlasnosci o granicach;

analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwiazania;

przedstawia pelny tok rozwigzania zadania wraz z uzasadnieniem.

Strategie nauczania:

konstruktywizm,
konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

» konkurs zadaniowy,
e burza mozgow,
» pokaz multimedialny.

Formy pracy:

» pracaindywidualna,
e pracaw grupach,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu,
« tablica interaktywna/rzutnik multimedialny,
o e—podrecznik.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel informuje, ze lekcja bedzie przeprowadzona metodg konkursu.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

. Nauczyciel podaje zasady konkursu i rozpoczyna konkurs.
. Nauczyciel wytania dwie grupy konkursowe.
. Nauczyciel rozdaje zestawy zadan druzynom oraz pozostatym uczniom klasy.

B N -

. Zestawy zawierajg zadania o r6znym poziomie trudnosci — przy wyborze zadan
nauczyciel moze skorzysta¢ z przyktadow z sekcji ,Przeczytaj” i zadan zawartych
w filmach samouczkach tematow wymienionych w materiatach pomocniczych.
5. Obie druzyny rozwigzujg te same zadania.

6. Uczniowie z druzyn przez 10 minut rozwigzujg zadania wg wybranej przez siebie
strategii a pozostali uczniowie rozwigzuja je w zeszycie.
7. Uczniowie w druzynach wspotpracuja ze sobg przy rozwigzywaniu zadan.
8. Rozwigzujgc zadania, uczniowie mogg skorzystac¢ z materialbw pomocniczych
zawartych w multimedium.
9. Uczniowie z druzyn wybieraja nr zadania do rozwigzania przez przeciwnikow.
10. Wyznaczona przez druzyne¢ osoba rozwigzuje zadanie na tablicy, pozostali z druzyny
mu pomagajq.
11. Za poprawne rozwigzanie zadania druzyna otrzymuje okreslong liczba punktéw.
12. Pozostali uczniowie obserwuja przebieg konkursu oraz rozwigzuja zadania
w przypadku, gdy zadna z druzyn go nie rozwiazata.



13. Kazda druzyna rozwiazuje ilos¢ zadan okreslona przez nauczyciela.

14. Nauczyciel czuwa nad sprawnym przebiegiem konkursu, bierze udziat w pracach jury.

15. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajgc im wskazowek i zwracajgc uwage na
staranno$c¢ zapisow na tablicy.

Faza podsumowujaca:

1. Podsumowanie wynikoéw konkursu i wylonienie zwycieskiej druzyny.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnos$¢ uczniow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

Wykres funkcji

Wskazowki metodyczne:

Materiaty zawarte w filmie samouczku mogg by¢ wykorzystane do przygotowania konkursu.


https://epodreczniki.pl/a/wykres-funkcji/D1AD4J7Mr

