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W tym materiale pokazemy, jak budowa¢ modele kombinatoryczne w zadaniach
dotyczacych wyboru losow przygotowanych na loterie, typowaniu liczb wygrywajacych

w grach losowych typu Lotto, czy tez losowania pewnej liczby kul z zestawu umieszczonego
w pojemniku. Do zliczania obiektéw spelniajgcych ustalone warunki bedziemy stosowac
poznane podstawowe reguty kombinatoryczne.

Twoje cele

» Rozwiazesz zadania polegajace na wybieraniu losow z zestawu przygotowanego na
loterie,

e Bedziesz doskonali¢ umiejetnosci dotyczace modelowania matematycznego
w doswiadczeniu polegajgcym na typowaniu liczb wygrywajacych w grze losowe;j
typu Toto-Lotek,

e Znajomo$¢ poznanych wczesniej regul kombinatorycznych pozwoli Ci obliczac, ile
jest wynikow w do$wiadczeniach polegajagcych na losowaniu kilku kul z zestawu
zawierajgcego kule rozniace si¢ kolorami, przy czym kule moga odroézniac sie¢
rowniez numerami.




Przeczytaj

Przeglad zadan dotyczacych losowania zaczniemy od zadan odwotujgcych si¢ do
popularnych gier losowych. W kolejnych przyktadach pokazemy, jak rozwigzywac zadania
dotyczace losowania kul umieszczonych w pojemniku. Warunki, jakie beda miaty speiniac
wylosowane kule, bedg zalezaty m.in. od koloréw kul, a takze - jesli w pojemniku sg
ponumerowane kule - od ich numerow.

Przyktad 1

a) W pewnej grze losowej typujemy 5 liczb z 29-elementowego zbioru {1,2,3,...,29}.
Sprawdzamy swoje typy po wylosowaniu przez maszyne losujacg 5 liczb z tego samego
zbioru.

Obliczymy, ile jest w tej grze mozliwosci trafienia doktadnie 3 liczb.

b) W pewnej loterii jest 50 losow, wsrod ktorych: 1 gwarantuje wygrang w wysokosci

100 z1, 2 gwarantuja wygrang w wysokosci 50 zt, 5 gwarantuje wygrang w wysokosci 20 z,
10 gwarantuje wygrana w wysokosci 10 zt, a pozostate losy sg puste.

Kupujemy w tejloterii 2 losy. Obliczymy, ile jest mozliwosci wygrania w ten sposob co
najmniej 50 ztotych.

Rozwigzanie:

Ad a) Zauwazmy, ze kazdy wynik typowania jest 5-elementowa kombinacja 29-
elementowego zbioru wszystkich dostepnych numerow.

5
Jesli mamy trafi¢ trzy liczby (co jest mozliwe na ( 3) = 10 sposobow), to wraz z nimi

24
musimy wytypowac 2 sposrod nietrafionych (co jest mozliwe na < 5 ) = 276 sposobow).

Korzystajac z reguty mnozenia otrzymujemy wiec, ze wszystkich mozliwosci trafienia 3

24
liczb jest (g) : (2) = 10276 = 2760.

Uwaga:

Wszystkie wyniki rozpatrywanego typowania mozemy podzieli¢ na roztaczne przypadki
ze wzgledu na liczbe trafionych liczb. Korzystajac z reguty dodawania zapiszemy wtedy
nastepujaca rownosc

(5)=6) )0 C) ()6
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(Jest to szczegolny przypadek tzw. tozsamosSci Vandermonde’a)

Ad b) Zauwazmy, ze kazdy wynik opisanego losowania jest 2-elementowg kombinacjg 50-
elementowego zbioru wszystkich dostepnych losow.

Kupujac 2 losy wygramy co najmniej 50 zt w jednym z nastepujacych roztgcznych
przypadkow:

o jesli wérod zakupionych trafi sie los z wygrang 100 zt; wtedy zakupiony z nim
dowolny sposrod pozostatych losow mozna dobra¢ na 49 sposobow, a wiec w tym
przypadku jest 49 mozliwosci zakupu,

« jesli oba zakupione bedg z wygrana 50 zt - w tym przypadku jest 1 mozliwos¢
zakupu,

« jesli wérod zakupionych nie bedzie losu za 100 zi, natomiast bedzie dokladnie jeden
z dwoch loséw z wygrang 50 z}; wtedy zakupiony z nim dowolny spo$réd pozostatych
losow mozna dobra¢ na 47 sposobow, a wiec w tym przypadku jest 47 - 2 = 94
mozliwosci zakupu.

Podsumowujac, otrzymujemy, ze wszystkich mozliwosci jest 49 + 1 + 94 = 144.

Mozemy tez zauwazyc¢, ze w wyniku zakupu dwoéch losow nie wygramy co najmniej 50
ztotych wtedy i tylko wtedy, gdy wérdd obu zakupionych losow nie bedzie ani jednego
sposrod 3 losow gwarantujacych najwyzsze wygrane (za 100 zt lub za 50 zt). Takich

47
mozliwosci jest <2> = 1081.

Poniewaz w omawianej loterii wszystkich mozliwosci zakupu dwoch losow jest
50

2

L : 50
wygrang co najmniej 50 zt jest o |~

= 1225, wiec wszystkich mozliwosci zakupu dwoéch losow, ktore gwarantuja

47

5 > = 1225 — 1081 = 144.
Przyktad 2

W pojemniku znajduje si¢ 10 kul: 2 biate, 3 czerwone oraz 5 niebieskich. Losujemy z tego
pudelka jednoczesnie 3 kule. Obliczymy, ile jest wynikow tego losowania, ktore spetniaja
warunek:

a) otrzymamy trzy kule tego samego koloru,

b) wsrod wylosowanych nie bedzie pary kul w tym samym kolorze,


javascript:void(0);

¢) co najmniej dwie z wylosowanych kul bedg tego samego koloru.
Rozwigzanie:

Zauwazmy na wstepie, ze kazdy wynik losowania jest 3—elementowg kombinacjg 10—
elementowego zbioru wszystkich kul.

Ad a) Poniewaz w tym samym kolorze mozemy wylosowac jedynie 3 kule biate (co mozna

5
zrobic¢ tylko na jeden sposob) lub 3 kule niebieskie (co mozna zrobi¢ na ( 3> =10

sposobow), wiec w tym przypadku wszystkich mozliwosci jest 1 + 10 = 11.

Ad b) Wsrod wylosowanych nie bedzie pary kul w tym samym kolorze wtedy i tylko wtedy,
gdy wylosujemy po jednej kuli z kazdego koloru. Mozna to zrobi¢ na2 -3 - 5 = 30
Sposobow.

Ad c) Zauwazmy, ze 3 kule sposrod 10 znajdujacych sie w pojemniku mozemy wylosowac

3
kolorze (co - jak obliczyliSmy - jest mozliwe w 30 przypadkach), albo co najmniej dwie

10
na ( ) = 120 sposobow. Wtedy: albo nie bedzie wsrod nich pary kul w tym samym

z wylosowanych kul beda tego samego koloru.

Wobec tego jest 120 — 30 = 90 takich wynikow losowania, ze co najmniej dwie
z wylosowanych kul beda tego samego koloru.

Przyktad 3
W pudetku znajduje sie 11 kul ponumerowanych od 1 do 11:

a) Losujemy z tego pudetka jednoczesnie 7 kul. Obliczymy, na ile sposobéw mozna to
zrobi¢ tak, aby suma numeréw wylosowanych kul byta parzysta.

b) Losujemy z tego pudelka jednoczesnie cztery kule. Obliczymy, na ile sposobéw mozna
to zrobi¢ tak, aby iloczyn numeréw wylosowanych kul byl podzielny przez 10.

¢) Wyjmujemy z tego pudetka dwie kule: kule z numerem 1 oraz kule z numerem 2

i odktadamy je na bok. Nastepnie z pozostatych 9 kul losujemy 3 razy po jednej kuli ze
zwracaniem (tzn. za kazdym razem wylosowang kule wrzucamy z powrotem do pudetka).
Obliczymy, ile jest takich wynikow losowania, ktore spetniajg jednoczesnie dwa warunki:
(1) wylosowano doktadnie dwie kule z numerem parzystym,

(2) iloczyn numerow wszystkich wylosowanych kul jest podzielny przez 36.

Rozwigzanie:

Ad a) Zauwazmy, ze kazdy wynik losowania jest 7-elementowg kombinacjg 11-
elementowego zbioru wszystkich kul, wsrod ktorych 6 ma numer nieparzysty, a 5 ma
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numer parzysty.

Wszystkie wyniki rozpatrywanego losowania mozemy podzieli¢ na roztgczne przypadki
ze wzgledu na liczbe wylosowanych kul z numerem nieparzystym. Warunki zadania sg
spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy wsrod wylosowanych bedzie parzysta liczba kul

z numerem nieparzystym.

Korzystajgc z reguty dodawania otrzymujemy wiec, ze wszystkich mozliwosci jest
(5)C)+ (D))= (5)(5) ~r5+15 1045170
Ad b) Podzielmy kule na cztery grupy:

e w pierwszej grupie bedzie kula z numerem 10,

o wdrugiej grupie bedzie kula z numerem 5,

e w trzeciejgrupie bedg 4 kule z numerami: 2, 4, 6, 8,

e w czwartej grupie bedzie 5 kul z numerami: 1, 3,7, 9, 11.

Zauwazmy, ze wylosujemy pare kul, ktorych numery dadzg iloczyn podzielny przez 10
w dwoch nastepujacych, roztacznych przypadkach:
» wylosujemy kule z grupy pierwszejwraz z dowolnymi trzema kulami sposrod

10
pozostatych 10 kul; w tym przypadku jest wiec < 3 ) = 120 mozliwosci,

» nie wylosujemy kuli z grupy pierwszej, ale wylosujemy kule z grupy drugieji wraz
z nig co najmniejjedng kule sposrod 4 kul z trzeciej grupy; poniewaz wszystkich
mozliwosci wylosowania 3 kul wybranych z 9 kul z grup trzecieji czwartej jest

9 5
( 3> = 84, awsrod tych przypadkow jest ( 3> = 10 takich, kiedy nie wylosujemy

zadanejkuli z trzeciej grupy, wiec w tym przypadku wszystkich mozliwosci jest

@) - @ =84-10=T4

Korzystajac z reguty dodawania otrzymujemy wiec, ze wszystkich mozliwosci jest
120 4- 74 = 194.

Ad c) Kolejne losowania nazwijmy etapami — poniewaz powtarzamy losowanie 3 razy,
wiec w opisanym doswiadczeniu sg 3 etapy.

Podzielmy kule na cztery grupy:

e w pierwszej grupie bedzie kula z numerem 6,
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o w drugiej grupie bedg dwie kule, z numerami 3 oraz 9,
e w trzeciejgrupie bedg 3 kule z numerami 4, 8, 10,
e w czwartej grupie bedg 3 kule z numerami 5, 7, 11.

Zauwazmy, ze wylosujemy pare kul, ktorych numery dadzg iloczyn podzielny przez 36
w trzech nastepujacych, roztacznych przypadkach:

» w dwoch etapach wylosujemy kule z grupy pierwszeji doktadnie raz dowolng kule
o numerze nieparzystym, czyli jedng z 5 kul z grupy drugiejlub czwartej; w tym
przypadku na 3 sposoby mozemy wybrac etap, w ktorym wylosowana bedzie jedna
z pieciu kul z numerem nieparzystym, co ogétem daje 3 - 5 = 15 mozliwosci,

» dokladnie raz wylosujemy kule z grupy pierwszej, doktadnie raz wylosujemy inng
kule z numerem parzystym (czyli jedng sposrod 3 kul z grupy trzeciej) i dokladnie raz
wylosujemy kule sposrod 2 kul z drugiej grupy; poniewaz etapy, w ktorych
wylosowane beda kule z tak opisanych 3 grup mozemy przydzieli¢ na 3! = 6
sposobow, wiec wszystkich mozliwosci jest w tym przypadku 3! - 3 - 2 = 36,

o w dwoch etapach wylosujemy kule z grupy trzeciej(sa tam 3 kule do wyboru)
i z grupy drugiej musimy wylosowac kule z numerem 9; w tym przypadku na 3
sposoby mozemy wybrac etap, w ktorym wylosowana bedzie kula z numerem 9, co
ogotem daje 32 - 3 = 27 mozliwoéci.

Korzystajgc z reguty dodawania otrzymujemy stad, ze wszystkich mozliwosci jest
15 + 36 + 27 = 78.

Przyktad 4

W pudetku znajduje si¢ 12 kul: 5 pie¢ kul biatych, ponumerowanych od 1 do 5, cztery
kule niebieskie, ponumerowane od 1 do 4 oraz trzy kule czerwone, ponumerowane od 1
do 3.

Obliczymy, na ile sposobow mozna z tego pojemnika wyja¢ jednoczes$nie trzy kule tak,
aby:

a) otrzymac parzysty iloczyn wylosowanych kul,

b) wsrod wyjetych byta doktadnie jedna kula biata i dokladnie jedna kula z numerem
nieparzystym,

¢) otrzymac trzy kule o parami réznych numerach.

Rozwigzanie:
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Zauwazmy na wstepie, ze kazdy wynik rozpatrywanego losowania jest 3—elementowa
kombinacjg 12-elementowego zbioru wszystkich kul.

Ad a) W pudetku jest 7 kul z numerem nieparzystym i 5 kul z numerem parzystym.

12
Poniewaz wszystkich mozliwosci wylosowania 3 kul z pudetka jest ( 3 ) = 220, z czego

7 , . : :
na < 3> = 35 sposobow otrzymamy wszystkie trzy kule z numerem nieparzystym, wiec

w kazdym z pozostatych 220 — 35 = 185 przypadkoéw co najmniejjedna z trzech
wylosowanych kul bedzie miata numer parzysty.

Oznacza to, ze jest 185 sposobow otrzymania parzystego iloczynu wylosowanych kul.
Ad b) Podzielmy kule na cztery grupy:

o w pierwszej grupie bedg 3 kule biale z numerami nieparzystymi: 1, 3 oraz 5,

o wdrugiejgrupie bedg 2 kule biale z numerami parzystymi: 2 oraz 4,

e w trzeciejgrupie bedg 4 kule: dwie niebieskie z numerami nieparzystymi 1, 3 oraz
dwie czerwone z numerami nieparzystymi 1, 3,

o w czwartej grupie bedg 3 pozostate kule: dwie niebieskie z numerami 2, 4 oraz
czerwona z numerem 2.

Zauwazmy, ze tylko w dwoch nastepujacych, roztacznych przypadkach wylosujemy trzy
kule spelniajace warunki zadania:

» wylosujemy jedna kule z grupy pierwszej, czyli bialg z numerem nieparzystym (co
mozna zrobi¢ na 3 sposoby) oraz dwie kule z grupy czwartej (co rowniez mozna
zrobi¢ na 3 sposoby); w tym przypadku mamy wiec 3 - 3 = 9 mozliwosci,

» wylosujemy jedna kule z grupy drugiej, czyli biatg z numerem parzystym (co mozna
zrobi¢ na 2 sposoby), jedng z grupy trzeciej, czyli nie bialg z numerem nieparzystym
(co mozna zrobi¢ na 4 sposoby) oraz jedna kule z grupy trzeciej (co mozna zrobi¢ na 3
sposoby); w tym przypadku jest wiec 2 - 4 - 3 = 24 wszystkich mozliwosci.

W takim razie ogotem mamy 9 + 24 = 33 sposoby otrzymania trzech kul, wsrod ktorych
bedzie dokladnie jedna kula biata i doktadnie jedna kula z numerem nieparzystym.

Ad c) Podzielimy kule na piec¢ grup, ze wzgledu na zapisane na nich numery:
o w pierwszej grupie bedg 3 kule z numerem 1,
o w drugiej grupie beda 3 kule z numerem 2,

o w trzeciej grupie beda 3 kule z numerem 3,
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e w czwartej grupie bedg 2 kule z numerem 4,
e W pigtej grupie bedzie 1 kula z numerem 5.

Zauwazmy, ze losowania spetniajgce warunki zadania mozemy podzieli¢ na cztery
roztgczne przypadki:

» wylosujemy po jednejkuli z grup pierwszej, drugieji trzeciej, co mozna zrobi¢ na
3 -3 -3 = 27 sposobow,

» wylosujemy po jednejkuli z dwoch grup wybranych sposréd trzech pierwszych
(pierwszej, drugieji trzeciej) oraz jedna kule z grupy czwartej, co mozna zrobi¢ na

(2) -3 -3 -2 = 54 sposoby,

» wylosujemy po jednejkuli z dwoch grup wybranych sposrod trzech pierwszych oraz

3
jedna kule z grupy piatej, co mozna zrobi¢ na o) 3-3-1=27sposobow,

» wylosujemy jedng kule z grupy wybranej sposrod trzech pierwszych grup, jedna kule
z grupy czwartej oraz jedng kule z grupy piatej, co mozna zrobi¢ na

(i)) -3-2-1 = 18 sposobow.

Wynika stad, ze wszystkich mozliwosci otrzymania trzech kul o r6znych numerach jest
27+ 54 + 27 + 18 = 126.

Stownik
k-elementowa kombinacja zbioru n-elementowego

kazdy k-elementowy podzbior zbioru n-elementowego, gdzie 0 < k < n, nazywamy k-
elementowg kombinacjg tego zbioru n-elementowego

liczba wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego

liczba wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego, gdzie 0 < k < n
, jest rowna

(n) - n! _ n(n=1)-....(n—k+1)
L] = FmoR — 12k

reguta mnozenia

liczba wszystkich mozliwych wynikow doSwiadczenia polegajagcego na wykonaniu po
kolei n czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczyc¢ sie na jeden z k1 sposobow, druga




- na jeden z ks sposobdw, trzecia - na jeden z k3 sposobow i tak dalej do n-tej czynnosci,
ktora moze zakonczy¢ si¢ na jeden z k,, sposobow, jest rowna

ki-ko-...- k,
reguta dodawania

jezeli zbiory Ay, A,, ..., A, sa parami roztaczne, to liczba elementoéw zbioru
AjUAsU...U A, jest réwna sumie liczb elementow kazdego ze zbiorow Ay, A, .. .,

A,

Ay UAs U ... UA,| = |AL| + |As| + ... + |4,



Test samosprawdzajacy

Polecenie 1

Rozwiaz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Test

Losowanie kul
Sprawdzisz swojg wiedze dotyczaca:

e liczby wynikéw w doswiadczeniu polegajgcym na wybieraniu losow z zestawu

przygotowanego na loterie,

e liczby wynikéw w doswiadczeniu polegajagcym na typowaniu liczb

wygrywajacych w grze losowej typu Toto-Lotek,

e liczby wynikéw w doswiadczeniu polegajagcym na losowaniu kilku kul

z zestawu zawierajacego kule réznigce sie kolorami,

e liczby wynikéw w doswiadczeniu polegajagcym na losowaniu kilku kul

z zestawu zawierajgcego ponumerowane kule,

e liczby wynikéw w doswiadczeniu polegajagcym na losowaniu kilku kul

z zestawu zawierajgcego ponumerowane kule réznigce sie kolorami,

Liczba pytan: Limit czasu:

6 30 min

Twaj ostatni wynik:



Trwa wczytywanie...

Polecenie 2

Utdéz po jednym zadaniu dotyczacym doswiadczenia polegajacego na:

e wybieraniu loséw z zestawu przygotowanego na loterie,

e typowaniu liczb wygrywajacych w grze losowej typu Toto-Lotek,

e losowaniu kilku kul z zestawu zawierajgcego kule réznigce sie kolorami,
¢ |losowaniu kilku kul z zestawu zawierajgcego ponumerowane kule,

¢ |losowaniu kilku kul z zestawu zawierajgcego ponumerowane kule réznigce sie

kolorami,

Zredaguj petne rozwigzanie wraz ze wszystkimi istotnymi uzasadnieniami. Zapisz

odpowiedz, podajac wynik jako liczbe naturalna.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

Cwiczenie 8




Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Modele kombinatoryczne w zadaniach opartych na losowaniu

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwiazuje zadania polegajace na wybieraniu losow z zestawu przygotowanego na
loterig;

e buduje modele matematyczne doswiadczen polegajacych na typowaniu liczb
wygrywajacych w grze losowej typu Toto-Lotek;

 oblicza, ile jest wynikow w doswiadczeniach polegajgcych na losowaniu kilku kul
z zestawu zawierajacego kule rozniace sie kolorami, przy czym kule mogg by¢
odrozniac si¢ rowniez numerami.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Test samosprawdzajacy”
i ¢cwiczenia interaktywne;

o dyskusja.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat zaje¢: ,Modele kombinatoryczne w zadaniach
opartych na losowaniu” i prosi, by na jego podstawie uczniowie sformutowali cel lekciji
oraz kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie metodg tekstu przewodniego analizujg tresci z sekcji ,,Przeczytaj”. Po
zapoznaniu si¢ z kazdym z przyktadow zglaszaja pytania i napotkane ewentualne
problemy, ktére omawiane s3 na forum klasy.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia nr
1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiaja rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie poréwnujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.



2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

Uczniowie rozwigzuja zadania w tescie samosprawdzajacym.
Materialy pomocnicze:

Permutacje, kombinacje, wariacje

Wskazowki metodyczne:

Test samosprawdzajacy mozna wykorzystac jako material stuzacy powtorzeniu zagadnien
dotyczacych modeli kombinatorycznych w zadaniach opartych na losowaniu.


file:///a/DLPG2SQcE

