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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

W tym materiale poznamy definicje szeregu geometrycznego. Jest to niezwykle wazny typ
szeregu, ktory ma liczne zastosowania, ktore zaprezentujemy na kilku lekcjach. Na tej lekciji
poznamy twierdzenie przedstawiajgce warunki, dla jakich szereg geometryczny jest
zbiezny oraz jaka jest jego suma.

Twoje cele

e Nauczysz si¢ rozpoznawac szeregi geometryczne.
» Nauczysz sie rozpoznawac szeregi geometryczne zbiezne i rozbiezne.

» Nauczysz si¢ oblicza¢ sumy zbieznych szeregow geometrycznych.



Przeczytaj

W tym materiale zajmiemy si¢ szczegélnie waznym typem szeregu, czyli szeregiem
geometrycznym.

Najpierw wprowadzmy definicje.
Definicja: szeregu geometrycznego

Szeregiem geometrycznym nazywamy szereg postaci: Zflozl ai - q”fl, gdzie a1, q € R.
Liczbe gnazywamy ilorazem szeregu geometrycznego.

Przyktad 1
Sprawdzimy, czy szereg 1 + % + % + 2—14 + ... jest szeregiem geometrycznym.
Rozwigzanie

Aby szereg byt geometryczny, sprawdzamy czy kolejne sktadniki sumy sg wyrazami ciggu
geometrycznego. Powinny zatem zachodzi¢ rownosci:

1
6
1

Poniewaz kolejne sktadniki szeregu nie sg wyrazami ciggu geometrycznego, zatem nie
jest to szereg geometryczny.

Zbadamy, dla jakich wartoéci a; i g szereg geometryczny > > | a; - ¢"* jest zbiezny.
Ciagg sum czeSciowych szeregu geometrycznego ma postac:

Si=a
Sy =a1 + aiq
S3 = a; + a1q + a1q°

Mozemy wykorzysta¢ poznany wczesniej wzor na sume n poczatkowych wyrazow cigg
geometrycznego
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Sformulujemy twierdzenie opisujgce, dla jakich wartosSci a; oraz q szereg geometryczny jest
zbiezny.

Przypadek I

Zauwazmy, ze szczegolnym przypadkiem jest a; = 0. Wowczas wszystkie wyrazy ciggu sum
czesciowych sg rowne 0, czyli szereg jest zbiezny do 0.

Przypadek 11
Niech a; # 0.

1. Niech ¢ = 1. Wtedy S,, = na; i widzimy, Ze:

_ . —|—OO, gdy ap > 0
o0 g1 = s
D101 4 lim S, {_Oo, ody a; < 0

Zatem szereg Y o | a; - ¢" ! jest rozbiezny.
2. Gdy ¢ = —1, wtedy S,, = a; dla nieparzystych liczb naturalnych n,a §,, = 0 dla

dodatnich parzystych liczb naturalnych n. Zatem nie istnieje li_>m Sp, czyli szereg
n—o0

Yo L ay - ¢" tjest rozbiezny.
3.Jezelig > 1,to lim ¢" = +o00. Wowczas
n—00

n—00 n—00 —-q

lim S, = lim (al : 11‘—‘1) = 400, gdy a; > 0,

lim S, = lim (a1 . l_q") = —00, gdy a1 < 0.

n—00 n—00 1—q

Zatem szereg Y o, aj - ¢"! jest rozbiezny.

4.Jezeli ¢ < —1, to ciag (q") jest rozbiezny, czyli szereg Y oo | a; - ¢" ! jest rozbiezny.

5.Jezeli [q| < 1,to lim ¢" = 0iwowczas lim S, = 7.
n—00 n—00

Mozemy sformutowac zatem twierdzenie.

Twierdzenie: o zbieznosci szeregu geometrycznego

Jezeli |g| < 1lub a; = 0, to szereg geometryczny > .- ; ay - ¢" ! jest zbiezny.
Jezelia; = 0,t0 > ;a1 -q" 1 =0.

Jezeli g < 1,t0dY > a1 - g™ 1 = 1Lm Sn = 125
n—,o0




Przyktad 2

Dany jest szereg geometryczny: 1 — % + % — 2% + ... Zbadamy, czy podany szereg jest

zbiezny. Jezeli jest zbiezny, podamy jego sume.
Rozwigzanie

Zbadamy jaki jest iloraz podanego szeregu:

Zatem|q| = 2 < 1

Zatem szereg jest zbiezny i jego suma jest rowna: 1 — % + % — % +...= = %

Przyktad 3

Dany jest szereg geometryczny:  + mil + (gﬁj_”l)z + (xf1)3 +...

Zbadamy, dla jakich wartosci x podany szereg jest zbiezny. W przypadku, gdy szereg jest
zbiezny wyznaczymy jego sume.

Rozwigzanie

Szereg geometryczny Y oo, a1 - ¢" ' jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = 0 lub
lq| < 1.

Poniewaz w analizowanym szeregua; = xiq = m}rl , zatem, aby szereg byl zbiezny, musi
zajs¢ jeden z dwoch warunkow:

z=0Mb|Ar| <1

Rozwigzujemy nier6wnosc: | :chrl | < L

Wowczas 1 < |z + 1]

r+1>1lubz+1< -1

x>0lubz < -2

Jezeliz = 0,tox + -5 + (zfl)g + (xfl)g +...=0.

Jezeliz € (—oo0, —2) U (0, +00),tox + 57 + (mfl)z + (xfl)g = 17‘21 =z+ 1

Odpowiedz: Szereg jest zbiezny gdy x € (—o0, —2) U (0, +00).

Przyktad 4



Dany jest szereg geometryczny:
1+ (22 432+ 1) + (B +32+1)" + (> +32+1)°...

Zbadamy, dla jakich wartoSci = szereg geometryczny jest zbiezny. W przypadku, gdy
szereg jest zbiezny wyznaczymy jego sume.

Rozwigzanie

Szereg geometryczny Y o ; a1 - ¢" 1 jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy a; = 0 lub
lq| < 1.

Poniewaz a; = 1, zatem rozwigzemy tylko warunek: ‘mQ + 3z + 1‘ < 1.

Zatemx2 +3x+1<1i
—1< 2243z +1.

Rozwigzujemy nieréownos¢: 2 + 3z +1 > —1
*+3z4+2>0

A=1
ry=—1lubzy = -2
Rozwigzaniem nieréwnosci 2 + 3z + 1 > —1 jest zbior (—oo, —2) U (—1, +00).

Rozwigzujemy nierownosc¢: 1 > z2 + 3z + 1.
0> z2+ 3z

0> z(xz + 3)

z3 =0lubzy = -3

Rozwigzaniem nieréwnosci 1 < z2 + 3z + 1 jest zbior (—3,0).

Odpowiedz: Szereg jest zbiezny dla z € (—3, —2) U (—1,0). Suma szeregu jest rowna
1

—x2-3zx °

Stownik
szereg zbiezny

szereg, dla ktorego ciag sum czesSciowych jest zbiezny do granicy liczbowej



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z animacja. Nastepnie wykonaj polecenie 2.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DQlqfRlwg

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy sumy szeregu geometrycznego zbieznego.

Polecenie 2

Achilles i zotw jednoczesnie rozpoczynaja bieg w kierunku mety. Achilles jest trzykrotnie
szybszy od zo6twia, ale w chwili startu znajduje sie trzykrotnie dalej od mety, niz zétw. Kto
pierwszy bedzie na mecie, Achilles czy z6tw? Rozwigz zadanie wykorzystujac analogiczng
metode jak w filmie.



https://zpe.gov.pl/a/DQlqfR1wg

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

4 3 —3+\/§_...jest

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Czy szereg V3 1973 1273

\/
V3-1
geometryczny?

O NE
O TAK
Cwiczenie 2

V241
V21

V2-1

+1+ V2+1

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Suma szeregu geometrycznego

jest réwna:

V243
O v

+...



Cwiczenie 3
Sposréd przedstawionych szeregéw geometrycznych, wskaz wszystkie szeregi zbiezne.
8
(] 2v3+4+ o=t

O 2+1+3+...

V3 V3 | 3+/3
o 1 2 il
O 2-1+3—...

O VE-3 438

Cwiczenie 4

Uporzadkuj szeregi geometryczne poczawszy od tego, ktéry ma najwiekszg sume.

114

114

O

214



Cwiczenie 5

Wsrdd ponizszych szeregéw geometrycznych wskaz szeregi o sumie dodatniej.

34 L L
O ~V3+5 -5+

1-/2 V2-1 3—-22
o Vol T3z srave

] vV3-L+2-.
J —4+22-15+...
Cwiczenie 6

Sposréd wymienionych wartosci zmiennej x wskaz te, dla ktérych szereg geometryczny

$2f2 - (x2f2 )2 + ( ffz )3 — ... jest zbiezny.
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Cwiczenie 7

Dla jakich wartosci x szereg geometryczny 2x + 47‘”2 + st?’ + ... jest zbiezny?



Cwiczenie 8 @

2 3 . ..
Dla jakich wartosci = szereg geometryczny —*5 + ( - ) + ( L ) + ... jest zbiezny?



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Co to jest szereg geometryczny?

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne i oblicza ich sume.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne (jezykiem ucznia):
Uczen:

e rozpoznaje szeregi geometryczne;
e rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne i rozbiezne;
« oblicza sumy zbieznych szeregow geometrycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o gietda pomystow;



 dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,,Co to jest szereg geometryczny?” i celow
lekcji. Okreslenie wigzgcych dla uczniow kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wyswietla zawartos¢ sekcji ,Animacja’, wybrany uczen czyta treS¢ polecenia
nr 1,Zapoznaj si¢ uwaznie z animacja. Nastepnie wykonaj polecenie 2. Po
zaznajomieniu si¢ z treSciami nauczyciel komentuje, i w razie potrzeby wyjasnia,
najwazniejsze etapy realizacji polecenia.

2. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekcji ,,Sprawdz sie”
Wyniki pracy omawiane s3 na forum i komentowane przez nauczyciela.

3. W nastepnym kroku uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia numer 3,4 i 5.
Nastepnie wybrana grupa prezentuje swoje rozwiazania. Nauczyciel w razie potrzeby
uzupelnia informacje.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie poréwnujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwiazaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
Praca domowa:

1. Uczniowie zapoznaja sie¢ z medium w sekcji ,Animacja” i rozwigzujg polecenia z nim
zZwigzane.

Materialy pomocnicze



Pojecie ciggu
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,,Co to jest szereg geometryczny?”.
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