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Zastosowanie wtasnosci ciaggu arytmetycznego

w zadaniach geometrycznych

Johann Wolfgang von Goethe, niemiecki poeta przetomu XVIII i XIX wieku, jeden
z najbardziej znaczacych w skali Swiatowej dramaturg, twierdzil, ze

(( matematycy to gatunek Francuzow: mowisz co$ do nich, a oni
ycytog
przektadaja to na swojjezyk i prosze: robi si¢ z tego co$ zupetnie

innego.

Cytat z plwikiquote.org /wiki /Matematyk
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Johann Wolfgang von Goethe
Zrédto: dostepny w internecie: www.wikipedia.org, domena publiczna.

My pokazemy, ze Goethe niekoniecznie miat racje - mozna tak potaczy¢ pojecia
matematyczne (w naszym przypadku geometryczne i zwigzane z ciggiem arytmetycznym),
aby rozwigzywane problemy stawaly sie proste i zrozumiate. Korelacja wiadomosci

o figurach geometrycznych z wiadomosciami z algebry, stworzy okazje do rozwiniecia

i utrwalenia wiadomosci o ciggu arytmetycznym.

Twoje cele

o Powtoérzysz i rozwiniesz umiejetno$ci zwigzane z zastosowaniem ciggow
arytmetycznych.

» Zastosujesz w obliczeniach poznane wzory zwigzane z ciggiem arytmetycznym.

e Zbudujesz model matematyczny problemu geometrycznego, oparty o wlasnosci
ciagu arytmetycznego.




Przeczytaj

Juz w starozytnosci poszukiwano trojkatow, ktorych dtugosci bokow wyrazone sg kolejnymi
liczbami naturalnymi (czyli liczby te tworza cigg arytmetyczny o roznicy 1). Najpardziej
znanym z nich jest trojkat prostokatny o bokach dtugosci 3, 4, 5.

W tym materiale bedziemy rozwazac nie tylko trojkaty prostokatne, ale rowniez inne
wielokaty, ktorych elementy (np. miary katow) tworzg cigg arytmetyczny.

Na poczatek przypomnienie najwazniejszych wzoréw dotyczacych ciggu arytmetycznego,
z ktorych bedziemy korzystac.

Bedziemy przy tym zaktada¢, ze dany ciag, np. ciag (a,), jest okre$lonydlan > 1in € N,
Definicja: Ciag arytmetyczny

Ciggiem arytmetycznym nazywamy ciagg liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego
liczby r, zwanej r6znica ciggu.

Ciag arytmetyczny (a,,)
Wyraz ogélny ciggu Zalezno$§¢ migdzy trzema kolejnymi  Suman po'czqt.kowych
wyrazami ciggu wyrazow ciggu
Gn=ar+(n—1)7 | a,= St 5, = aten

W poczatkowych przyktadach bedziemy tgczy¢ wiadomosci o trojkatach z wiadomosciami
0 ciggu arytmetycznym.

Przyktad 1

Obliczymy sinusy katow ostrych trojkata prostokatnego, ktorego dtugosci bokow tworzg
cigg arytmetyczny.
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C a B

Niech trojkat ABC bedzie rozwazanym trojkatem, katy CAB i CBA niech bedg ostre,
a kat CAB - katem o najmniejszej mierze.

Oznaczmy:
o - miara kata CAB,
B - miara kata CBA.

Najmniejszy bok trojkata, ktory lezy naprzeciw najmniejszego kata, niech ma dtugosc¢ a,
gdzie a > 0.

Natomiast roznica ciggu arytmetycznego, ktory tworzg dtugosci bokow trojkata, niech
bedzie rowna r, gdzie » > 0.

Wtedy druga przyprostokgtna ma dtugo$c a + r, natomiast przeciwprostokgtna ma
dtugos¢ a + 2r.

Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze
a’+ (a + r)2 = (a+ 27“)2

Z otrzymanej rOwnosci wyznaczamy a.
a? + a? + 2ar + r?2 = a? + 4ar + 412
a?> —3ar+ar —3r2 =0

a(a —3r)+r(a—3r)=0
(a+7)(a—3r)=0

a = —r - sprzecznos¢,boa > 0



a=3r

Wyznaczamy sinusy katow ostrych trojkata ABC.

: _ atr __ 3r+r __ 4r __
SlIl,B— a+2r = 3r4+2r 5 0’8
sina= -2 =-3_—3 _0¢

a-+2r 3r42r Br
Odpowiedz:
Sinusy katow ostrych trojkata sa rowne odpowiednio 0,81 0, 6.
Przyktad 2
Dany jest trojkat ABC taki, ze |AB| < |AC| < |BC|.

Wykazemy, ze gdy dlugosci bokow tego trojkata tworzg cigg arytmetyczny, to promien
kota wpisanego w ten trojkat jest rowny trzeciej czesci wysokosci opuszczonej na bok
AC.

Oznaczmy:
r — roznica ciggu arytmetycznego,
R - promien kota wpisanego w trojkat,

|AB| = a,
|AC| =a +r,
|BC| = a + 2r,

h - wysokos¢ tréjkata poprowadzona do boku AC.

Korzystamy ze wzoru na pole trojkata o bokach danejdtugosci i promieniu kota
wpisanego w ten trojkat oraz ze wzoru na pole trojkata o danej podstawie i wysokosci
opuszczonejna te podstawe.

AB|+|AC|+|BC
p— lABlAclpel | g

L(a+r) b= ttotrie | p



Przeksztalcamy zapisang rownos¢, z ktorej wyznaczamy R.
%(aqtr)-h:%*“”r-lﬂﬂ

(a+7)-h=(3a+3r)-R

__ (a+r)-h
R= 3(a+r)
R=1%

Z zapisanej rownosci wynika, ze promien kota wpisanego w tréjkat ABC jest rowny

trzeciej czesci wysokosci poprowadzonej do boku AC, co nalezato wykazac.

W kolejnych przyktadach powtorzymy niektore wiadomosci o wielokgtach i wykorzystamy
zaleznosSci miedzy wyrazami ciggu arytmetycznego.

Przyktad 3

Miary katoéw wielokata wypuklego tworzg ciagg arytmetyczny o réznicy 10°. Najmniejszy
kat tego wielokata ma miare 100°. Ustalimy, ile bokéw ma ten wielokat.

Suma katow wielokgta o n-bokach jest rowna (n — 2) - 180°, a kazdy z katow wielokata
ma miar¢ mniejsza od 180°.

Z drugiej strony wiemy, ze miary katow wielokata stanowig wyrazy ciaggu
arytmetycznego, stad ich suma jest rowna

100°+100°+(n—1)-10°
2

‘n

Poréwnujemy otrzymane wyrazenia.

(n—2)-180° = 100°+100°;—(n—1)-10° .

Sprowadzamy otrzymane réwnanie do najprostszej postaci.
(n—2)-360° =(200° +10°-n—10") - n

360" -n — 720" =10"n*+ 190" - n

n?—1Tm+72=0

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe.

A=289—-288=1

n=1-1 =8lubn=152 =9

Dla n = 8 najwiekszy kat wielokata ma miare 100° 4 70° = 170°.




Dlan = 9 najwiekszy kat wielokata ma miare 100° + 80° = 180° - otrzymujemy
sprzeczno$¢ (bo miara kata wielokgta wypuklego jest mniejsza od 180 7).

OdpowiedZ:
Wielokat ma 8 bokow.

Przyktad 4

Dtugosci krawedzi prostopadtoscianu wychodzace z jednego wierzchotka tworza cigg
arytmetyczny o roznicy 2. Wysoko$¢ prostopadtoscianu jest najdtuzszg krawedzia. Pole
podstawy prostopadlo$cianu wynosi 24. Obliczymy pole powierzchni bocznejtego
prostopadlo$cianu.

Oznaczmy:
a, a + 2 - dtugosci krawedzi podstawy prostopadioscianu.

Podstawg prostopadtoscianu jest prostokat o polu a(a + 2). Zatem
ala+2)=24

a*+2a—24=0

Rozwigzujemy otrzymane rownanie kwadratowe.

A =4+96 =100

a = # = —6 - nie speinia warunkow zadania, boa > 0

=210 =4

Obliczamy dtugosci krawedzi prostopadtoscianu.

442=6

6+2=28

Teraz mozemy obliczy¢ pole powierzchni bocznej prostopadtoscianu.
P=2.6-84+2-4-8=160

OdpowiedZ:

Pole powierzchni bocznej prostopadtos$cianu jest rowne 160.

Przyktad 5

Czworokat ABC D opisany jest na okregu. Diugosci trzech kolejnych bokéw czworokata
tworza cigg arytmetyczny. Udowodnimy, ze przynajmniej dwa boki tego czworokata majg
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te sama dlugosc.

a+2r

a+r

Oznaczmy:

a - dlugosc¢ najkrotszego boku czworokata,

r —roznica ciagu, ktory tworzg dtugosci bokow czworokata,

x - dtugos¢ boku czworokata, ktory nie tworzy z pozostatymi ciggu arytmetycznego.

Czworokat jest opisany na okregu, zatem sumy dtugosci przeciwleglych bokow sg rowne.
a+r+zx=a+a-+2r

Zatem

r=a-+r

Wynika stad, ze | DC| = |AB|, czyli dwa boki czworokata majg te samg dtugosc.

Zauwazmy, ze gdy r = 0, to wszystkie boki czworokata sg rowne.

Stownik
ciag arytmetyczny

ciggiem arytmetycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego
liczby r, zwanejroznica ciaggu




Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografika, starajac sie najpierw samodzielnie rozwigzaé zapisane tam zadanie.

Polecenie 2

Dtugosci bokéw trojkata prostokatnego tworzg cigg arytmetyczny. Pole tego tréjkata jest
réwne 24. Znajdz obwadd tego trojkata.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dtugosci bokow tréjkata prostokatnego tworzg ciag
arytmetyczny o réznicy 1. Jesli dtugosc najkrétszego z bokéw oznaczymy x, to dtugosé te
mozemy wyznaczy¢, rozwigzujac rownanie:

22 -22+3=0

2 +22+3=0

o O O

22 +2x—-3=0

O z22-2x-3=0

Cwiczenie 2

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dtugosci bokdéw prostokata i przekatna tego prostokata
tworzg ciag arytmetyczny o réznicy 6. Obwod prostokata jest rowny 84. Przekatna
prostokata ma dtugosé:

O 24
O 12

O 30

O 18



Cwiczenie 3

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. Promienie két wspotsrodkowych tworzg ciag
arytmetyczny. Ciag arytmetyczny tworzg réwniez:

(] cieciwy tych kot

(] obwody tych kot

(] $rednice tych kot

(] polatych kot

Cwiczenie 4

Dtugosci bokéw trojkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Krotsza
z przyprostokatnych ma dtugos$¢ 12. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Przeciwprostokatna tego tréjkata ma dtugosé 16.

(] Wysoko$¢ poprowadzona na przeciwprostokatna ma dtugosc 4, 8.

(] Roznica ciagu, ktéry tworza dtugosci bokéw trojkata jest rowna 4.

(] Poletréjkata jest réwne 96.



Cwiczenie 5

Miary katéw dziewieciokata wypuktego tworzg cigg arytmetyczny, w ktérym najmniejszy kat
ma miare 108°. Uzupetnij obliczenia miary najwiekszego kata. Wpisz odpowiednie liczby.

Oznaczmy:
r - rdznica ciagu.

Witedy:

9-108°+| =] 180"
367':‘
r—=28°

Miara najwiekszego kata.

108° +8-\

T =172°




Cwiczenie 6

tamana sktada sie z 20 odcinkéw, ktérych dtugosci tworza cigg arytmetyczny. Najkrotszy
odcinek ma dtugos¢ 1, a réoznica ciggu jest rowna 2. Oblicz dtugosc¢ tej tamane;j.
Pouktadaj w odpowiedniej kolejnosci rozwigzanie zadania.

Spo = 52 . 20 =
Oznaczmy:
a - dtugos¢ najkrétszego boku tamane;j, N
r - rdznica ciagu, ktory tworza dtugosci bokéw tamanej, M
(an) - rozpatrywany ciag.
an=a+(n—-1)-r =
Zapisujemy wzoér ogoélny ciagu. =
Obliczamy sume dwudziestu kolejnych wyrazdw ciagu arytmetycznego (ay). =
Sa0 = 20 - 20 = 400 =
axo=14+(20—-1)-2=1+38=139 =
Do wzoru ogdlnego podstawiamy: n = 20,a = 1, r = 2. =
Odpowiedz: Dtugosc tamanej jest réwna 400. =
Wyznaczamy wartos$¢ najdtuzszego boku tamane;. =
Cwiczenie 7 @

Czworokat wpisany jest w koto. Dtugosci trzech kolejnych katéw czworokata tworza ciag
arytmetyczny. Udowodnimy, ze przynajmniej dwa katy tego czworokata sg proste.



Cwiczenie 8

W trojkacie jeden z katéw ma miare 120°. Dtugosci bokdw tego tréjkata tworzg ciag
arytmetyczny. Wyznacz stosunki dtugosci bokow tego trojkata.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie wlasnoS$ci ciaggu arytmetycznego w zadaniach geometrycznych
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

5) stosuje wzor na n—-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciaggu arytmetycznego;

7) wykorzystuje wiasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych w kontekscie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji
kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e powtarza i rozwija umiejetnosci zwigzane z zastosowaniem ciggow arytmetycznych

 stosuje w obliczeniach poznane wzory zwigzane z ciggiem arytmetycznym

e buduje model matematyczny problemu geometrycznego, opartego o wiasnosci ciggu
arytmetycznego

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

e ocena punktowa wazona
» obieg kart

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie wspolnie metodg oceny punktowej wazonej przypominajg wszystkie
wiadomosci i umiejetnosci dotyczace ciggu arytmetycznego, jakie do tej pory uzyskali.
Jeden z uczniow, na podstawie wypowiedzi pozostatych, tworzy graficzny model
zalezno$ci miedzy pozyskanymi informacjami. Wynikiem pracy moze by¢ konkluzja,
ktore definicje i twierdzenia dotyczgce ciggu arytmetycznego trzeba znac koniecznie
(najlepiej na pamie¢c), a ktore sg ich pochodnymi.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w parach. Zapoznajg si¢ z infografikg. Najpierw probuja
samodzielnie rozwigza¢ podany tam przykiad, a nastepnie poréwnuja
z przedstawionym rozwigzaniem. W podobny sposob pracuja, analizujac przyklady
przedstawione w sekcji ,,Przeczytaj’.

2. Teraz pary uczniow 13cza si¢ w grupy 4 osobowe i pracuja metodg obiegu kart,
rozwiazujac zadania z sekcji ,Sprawdz si¢”. Grupa rozpoczynajgca rozwigzywanie
danego zadania zapisuje poczatek rozwigzania i podaje nastepnej grupie kartke
z zapisem. Ta z kolei dopisuje nastepna czes¢ i podaje kartke dalej, itp. Ostatnia grupa,
ktora konczy rozwigzanie zadania sprawdza interaktywnie poprawno$¢ uzyskanego
wyniku. Jesli wynik jest bledny, kartka wedruje do poczatkowej grupy, ktora weryfikuje
swoje rozwigzanie. Grupa podaje kartke nastepnej grupie, itd. Jesli nadal odpowiedz
nie jest poprawna, grupa moze poprosi¢ o pomoc nauczyciela.

3. Koncowym elementem tej czesci zaje¢ moze by¢ dyskusja - czy tatwo jest rozwigzywac
zadania, $ledzac tok rozumowania innej grupy osob i czy wyodrebnienie na poczatku



lekcji najwazniejszych wzorow i umiejetnosci pomogto w doborze odpowiednich
strategii rozwigzywania zadan.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.
Lider kazdej grupy omawia sposob rozwigzywania problemow przez uczniow, sposob
pelnienia rol w grupie.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest samodzielne przygotowanie mini-prezentacji pokazujgcej
zastosowanie ciggu arytmetycznego w zadaniach praktycznych.

Materialy pomocnicze:
Cigg arytmetyczny i geometryczny zastosowanie
Wskazowki metodyczne:

Infografike mozna wykorzysta¢ w tematach geometrycznych, dotyczacych trojkata.
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