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Zrédto: Engin Akyurt, dostepny w internecie: https:/pixabay.com/.

Wykresy funkcji w uktadzie wspotrzednych mozemy dowolnie przeksztatcac: przesuwac
o dowolny wektor, czy odbija¢ symetrycznie wzgledem wybranego punktu lub wskazane;j
proste;j.

W tym materiale bedziemy doskonali¢ umiejetnosci zwigzane ze szkicowaniem wykresu
funkcjiy = f(z) + gorazy = f(x) — q, gdzie ¢ > 0. Po¢wiczymy wyznaczanie wiasnosci
funkciji, ktorej wykres zostat przesuniety, majac wykres danej funkcji, badz znajac wlasnosci
danej funkcii.

Twoje cele

 Przesuniesz odpowiednio wykres funkcji y = f(z), otrzymujgc prosta, bedaca
wykresem funkcji y = f(x) + qluby = f(x) — ¢, gdzie ¢ > 0.

 Okresdlisz wiasnosci funkcjiy = f(z) + q, y = f(x) — ¢, gdzie ¢ > 0, znajac
wiasnosci funkcji y = f(x).




Przeczytaj

Zatozmy, ze ¢ > 0. Wykres funkcji y = f(x) + g powstaje w wyniku przesuniecia wykresu
funkcji f o g jednostek w gore, za$ wykres funkcji y = f(x) — g powstaje w wyniku
przesuniecia wykresu funkcji f o g jednostek w dot.

Przyktad 1

Na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkcji f.
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Naszkicujemy wykresy funkciji g(z) = f(x) — 31 h(z) = f(z) + 2. Podamy zbiory
wartoS$ci funkcji f, gi h oraz punkty przeciecia wykreséw tych funkcji z osig Y.
Przypomnijmy sobie, jakie przeksztalcenie nalezy wykonac, aby uzyskac¢ wykresy tych
funkciji.

Rozwigzanie

Aby otrzymac wykres funkcji g(z) = f(z) — 3 nalezy wykres danej funkciji f przesungé o 3
jednostki w dot, wzdtuz osi Y.

Aby otrzymac wykres funkcji 2.(z) = f(z) + 2 nalezy wykres danej funkciji f przesungé o
2 jednostki w gore wzdtuz osi Y.

Wykonamy te czynnosci w jednym uktadzie wspolrzednych.




Korzystajgc z wykresow funkcji odczytamy zbiory wartosci oraz wspotrzedne punktu
przeciecia wykresow z osig Y.

ZW; = (—3,6)

ZW, = (—6,3) - przesunigcie w dot o 3 jednostki
ZWy, = (—1,8) - przesuniecie w gore o 2 jednostki.
Punkt przeciecia wykresu funkcji f z osia Y: (0, 4)
Punkt przeciecia wykresu funkcji g z osig Y: (0, 1)
Punkt przeciecia wykresu funkcji /. z osig Y= (0, 6).

Przyktad 2


javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);

Na powyzszym rysunku dany jest wykres funkcji f. Podamy D, ZW, oraz g,,qz, Gmin.
jezeli g(z) = f(z) — 2.

Rozwigzanie

Chcac wyznaczy¢ wszystkie wymienione wlasnosci funkcji g bez sporzadzania wykresu,
wyznaczymy wlasnos$ci funkciji f.

Dy=(-3,7)

ZW—(—5, 3)

frmaz =3

Jmin = =5

Funkcja g powstaje w wyniku przesuniecia w dot wykresu funkcji f o 2 jednostki. Zatem:
Dy=(-3,7)

ZW, (—17, 1)

Imaz = 1

Gmin = —1.

Przyktad 3

Uzupelnimy tabele, majac dane informacje na temat funkcji f
Funkcja Dziedzina Zbior wartosci  Punkt przeciecia z osig Y
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Funkcja Dziedzina Zbior wartosci  Punkt przecieciaz osia Y
f(él)) Df = (_374> ZWf = <_274) (07 _2)

Rozwigzanie

Aby uzupetni¢ wiasnosci funkciji g, rozpoczniemy od interpretacji wzoru:

g9(x) = f(z) + 5 to przesuniecie w gore o 5 jednostek wykresu funkcji f, zatem:
Dg - (—3, 4>

ZW4 = (3, 9)

Punkt przeciecia z osig Y (0, 3)

Analogicznie postepujemy z wlasnoSciami funkcji h, rozpoczniemy od interpreatciji
wzoru:

h(z) = f(x) — 3, to przesuniecie w dot o 3 jednostki wykresu funkcji f, zatem:

Dy, = (_3a 4>
ZWy = (=5, 1)
Punkt przeciecia z osia Y: (0, — 5)
Funkcja Dziedzina Zbior warto$ci  Punkt przeciecia z osig Y
f(l‘) ‘Df - (_3’4> ZWf = <_2)4) (Oa_2)
g(CC) - f(.’l’:) +5 Dg - (_374> ZWg - <3a 9) (07 3)

h(z)=f(z) =3 | Dp=(-3,4) | ZW,=(-5,1) | (0,-5)
Przyktad 4

Dany jest wykres funkciji f



Wyznaczymy dziedzine, zbior wartosci, najmniejsza, najwieksza warto$¢ funkcji oraz
punkt przeciecia wykresu funkcji z osig Y dla danej funkcji oraz funkciji:

g(x) = f(z) +1
hz) = f(z) =5
Rozwigzanie

Rozpoczniemy od wyznaczenia wszystkich wiasnosci dla funkcji f, odczytujac je
z wykresu funkciji:

Dy = (-3, 6)
ZW; = (—2, 5)
Jmin = —2
frmaz =5

punkt przeciecia wykresu funkcji f z osig Y: (0, 4)

Wzor funkcji g(z) = f(x) + 1 oznacza, ze wykres funkcji f nalezy przesunaé¢ w gore o 1
jednostke wzdtuz osi Y, zatem:

D, = (—3, 6) nie ulega zmianie, gdyz to przesuniecie nie ma wplywu na argumenty
ZW, = (-1, 6)

9min = -1
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maz = 6
punkt przeciecia wykresu funkcji g z osig Y= (0, 5)

Wzor funkcji h(z) = f(x) — 5 oznacza, ze wykres funkcji f nalezy przesuna¢ w dét o 5
jednostek wzdtuz osi Y, zatem:

Dy, = (-3, 6)
W, = (~1, 0)
hopin = —7
haz =0

punkt przeciecia wykresu funkcji h z osig Y: (0, —1).
Przyktad 5

Dany jest wykres funkciji f

Wyznaczymy argumenty, dla ktorych f(z) +1 > 0.
Rozwigzanie

Mozna to wykona¢ na dwa sposoby:

I sposob:

Mozemy przeksztatci¢ nierowno$¢ i rozwigzac¢ nieréwnos¢ rownowazng, tzn. f(z) > —1



Korzystajac z danego wykresu odczytujemy, ze f(z) > —1 &z € (—5, —1) U (2, 3)
II sposoéb:

Rozwigzemy nieréwnos¢ f(x) + 1 > 0 korzystajgc z przesuniecia wykresu danej funkciji
o 1 jednostke w gore i odczytamy rozwigzanie.

fl@)+1>0e e (-5 —1)U(2 3).

Stownik
przesuniecie w goére

wzor y = f(z) + g, gdzie ¢ > 0 oznacza przesuniecie wykresu funkcji y = f(z)
w gore o g jednostek wzdtuz osi Y

przesuniecie w doét

wzor y = f(z) — g, gdzie ¢ > 0 oznacza przesuniecie wykresu funkcji y = f(z) w doto g
jednostek wzdtuz osi Y

dziedzina funkcji

dziedzina funkciji liczbowej okreslonej za pomocg wzoru w postaci wyrazenia
algebraicznego - zbior wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktorych wzor tej funkcii
(dane wyrazenie algebraiczne) ma sens liczbowy

zbior wartosci funkcji




zbior wartosci funkcji liczbowej - wszystkich tych liczb, ktére mozna otrzymac
w wyniku obliczenia wartosci funkcji dla wszystkich jej argumentow

punkt przeciecia wykresu funkcji z osig Y

punkt, ktorego odcieta jest 0, za$ rzedng jest wartosc¢ funkeji dla argumentu 0, czyli jest to
punkt o wspotrzednych (0, f(0))



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Zobacz w symulacji interaktywnej, jak zmienia sie wzér funkcji, gdy przesuniesz dany wykres
wzdtuz osi Y (w goére lub w doét), a nastepnie wykonaj ponizsze polecenia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D183cpM2E

Polecenie 2

Korzystajac z symulacji interaktywnej funkcji liniowej (f(a:) = ax) sporzadz wykres funkcji

_ 1

Uzywajac suwaka g przesun wykres o 4 jednostki w gére. Podaj wzor otrzymanej funkcji oraz
punkt przeciecia wykresu z osig Y.

Polecenie 3

Korzystajac z symulacji interaktywnej funkcji kwadratowej (f(z) = ax?), dokonujac
odpowiedniego przesuniecia, podaj wspétrzedne wierzchotka paraboli f(z) = 3z% — 5 oraz

zbiér wartosci tej funkcji.


https://zpe.gov.pl/a/D183cpM2E

Polecenie 4

Korzystajac z wykresu trzeciej funkcji symulacji interaktywnej (f(x) =. . .), dokonujac
odpowiedniego przesuniecia wzdtuz osi Y, wyznacz dziedzine, zbiér wartosci oraz miejsca

zerowe funkcjiy = f(z) +4



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dany jest wykres funkcji y = f(z).

1) [gore ] [dot] [3] 2]




Cwiczenie 2 @)

Dziedzing funkcji f jest przedziat (—2, 5). Dziedzing funkcji g(z) = f(x) + 3 jest przedziat

O (1, 8)
Q (_57 2)
O (_87 1)

O (_27 5)

Cwiczenie 3 ®

Wykres funkcji f przecina o$ Y w punkcie o rzednej réwnej (—1). Jezeli g(z) = f(z) + 6, to

O g¢(0) =-7
O g¢(0) =-1
O g¢(0)=0

O g(0)=5



Cwiczenie 4

Wiedzac, ze Dy = (-7, 2), ZW; = (—4, 6) przyporzadkuj poprawne informacje do
poszczegblnych funkcji.

9(z) = f(z) +2

Gae =8 | [ 2W, = (-6, 4)

Cwiczenie 5

Zbiorem wartosci funkcji f jest ZW; = (—3, 6). Potacz wzor funkji g z jej zbiorem wartosci.

9(z) = f(z)+6 W, = (—-12, —3)
9(z) = f(z) -9 ZW, = (-6, 3)
g(z) = f(z) +9 ZW, = (6, 15)

9(z) = f(z) - 3 ZW, = (3, 12)



Cwiczenie 6

Dany jest wykres funkcji y = f(z)

Okreslamy funkcje g wzorem g(z) = f(z) + 4. Wyznacz D,, ZW,, punkt przeciecia wykresu
funkcjigzosig Y.



Cwiczenie 7

Dany jest wykres funkcji y = f(x). Potacz w pary wzér funkcji g z jej wtasnoscia.

YA
5

1\2/345X

liczby —3, 3 sa miejscami zerowymi
funkcji g

liczby —2, 2 s3 miejscami zerowymi
funkcji g

punktem przeciecia wykresu funkcji g
zosia Y jest (0, 1)

Imin = 2



Cwiczenie 8 O

Dany jest wykres funkcji y = f(z)

YA

Do dziedziny funkcji g(z) = f(x) — 7 nie nalezy argument z :‘ ’

Do zbioru wartosci funkcji g(z) = f(x) + 5 nie nalezy wartos¢ y :‘ ’

Asymptota pionowa wykresu funkcji g(z) = f(z) — 1 jest prosta x :‘ ’

Asymptotg pozioma wykresu funkcji g(x) = f(x) + 4 jest prosta y :‘ ’

Cwiczenie 9 @

Dana jest funkcja f(z) = 2z — 3, gdziex € (—1, 3). Wyznacz wspétrzedne wierzchotka
paraboli g(z) = 222 + 1 oraz najmniejsza i najwieksza warto$c¢ tej funkeji w przedziale
z € (-1, 3).



Dla nauczyciela

Autor: Agnieszka Alabrudzinska
Przedmiot: Matematyka

Temat: Na podstawie wykresu funkcji y = f(z) szkicuje wykres funkcjiy = f(z) + ¢
i okresla jej wlasnoSci.

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje

Zakres podstawowy. Uczen:

4) odczytuje z wykresu funkciji: dziedzine, zbior wartosci, miejsca zerowe, przedzialty
monotonicznosci, przedziaty, w ktorych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze)
lub mniejsze (nie wieksze) od danejliczby, najwieksze i najmniejsze wartosci funkciji (o ile
istniejg) w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla ktorych wartosci najwieksze
i najmniejsze sg przez funkcje przyjmowane;

12) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje wykresy funkcji y = f(z — a),
y=flz) +by=—f(z),y = f(-x).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje wykres funkcjiy = f(x) + q,
y= f(z) — g gdzie g > 0

» odczytuje z wykresu wlasnosci funkciji (dziedzing, zbior warto$ci, warto$¢ najmniejsza,
warto$¢ najwiekszg, wspolrzedne punktu przeciecia z osia Y);

e majgc przeksztalcony wzor danej funkcji zgodnie z poznanymi zasadami wynikajgcymi
z przesuniecia wykresu funkcji wzdtuz osi Y oraz wlasnosci danej funkciji, podaje



wlanosci przeksztatconej funkciji.
Strategie nauczania:

» konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e mapa mysli

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca calego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,

» projektor multimedialny,

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale,
» celofan, pisaki

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie przypominaja sobie podstawowe wiasnosci funkcji (dziedzina, zbior
wartosci, najmniejsza wartos¢ funkciji, najwieksza wartosc funkcji, wspotrzedne punktu
przeciecia z osig Y') oraz zasady przesuwania wykresu funkcji wzdluz osi Y.

Faza wstepna:

» Nauczyciel dzieli klase na zespoty 4-osobowe np. odliczajac do czterech.
» Nauczyciel omawia cele do osiggniecia w trakcie lekcji.

Faza realizacyjna:

» Uczniowie w zespotach zapoznajg sie z informacjami zamieszczonymi w sekcji
»Przeczytaj’. Zadaniem kazdego zespotu jest przygotowanie mapy mysli, ktora bedzie
zestawieniem wszystkich istotnych zasad charakteryzujacych przesuwanie wykresu
funkcji wzdtuz osi Y. Korzystajac z przygotowanej mapy mysli grupy wykonuja
polecenia z sekcji ,Symulacja interaktywna’.

Faza podsumowujaca:



» Kazda grupa prezentuje swojg mape mysli. Nauczyciel przyznaje punkty kazdej
grupie z uzasadnieniem. Na zakonczenie zaje¢ uczniowie wykonujg ¢wiczenial -3
z sekcji ,Sprawdz si¢”. Jesli pojawity sie niejasnos$ci w czasie pracy zespotow, problem
zostaje przedstawiony na forum i wspolnie zostaje rozwigzany. Nauczyciel przyznaje
punkty za wykonanie polecen, sumuje i proponuje nagrody w postaci ocen,
podsumowujgc prace zespotow.

Praca domowa:
e Uczniowie wykonuja ¢wiczenia 4 - 8.
Materialy pomocnicze:

e Przesunig¢cie punktu w uktadzie wspotrzednych
e Przesunig¢cia wykresu wzdtuz osi uktadu wspotrzednych
» Przesuniecie wykresow funkciji

Wskazowki metodyczne:

Symulacje interaktywng mozna wykorzystac realizujac tematy zwigzane z przeksztatlcaniem
wykresow funkciji.


https://epodreczniki.pl/a/przesuniecie-punktu-w-ukladzie-wspolrzednych/DuxUIkVoK
https://epodreczniki.pl/a/przesuniecia-wykresu-wzdluz-osi-ukladu-wspolrzednych/DOxgZwRzU
https://epodreczniki.pl/a/przesuniecie-wykresow-funkcji/DsJfXWbDI

