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Zrédto: Lalo Hernandez, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Pojecie pochodnej staje si¢ efektywnym narzedziem w procesie badania funkcji. W tym
materiale poznasz kolejne wlasnosci pochodnej, dzigki ktorym bedziesz w stanie
wyznaczac¢ pochodne kombinacji arytmetycznych funkcji potegowych. Jak zobaczysz,
pojecie pochodnej posiada przydatne wlasnosci arytmetyczne.

Twoje cele

 Sklasyfikujesz najwazniejsze wlasnosci arytmetyczne pojecia pochodne;.
e Zastosujesz poznane twierdzenia, aby wyznaczy¢ przykladowe pochodne sumy
funkciji, réznicy funkcji, iloczynu funkciji oraz ilorazu funkcji.




Przeczytaj

Nasze rozwazania rozpoczniemy od wprowadzenia wiasnosci pochodnej sumy dwu funkci.
Twierdzenie: Pochodna sumy funkcji

Jedli funkcje f,g: A — R, gdzie A C R, sa rézniczkowalne w dowolnym punkcie z € A,
tow punkcie z € A istnieje rowniez pochodna sumy funkcji f + g oraz

(f(z) +9(2)) = f'(z) + d ()

Innymi stowy, pochodna sumy funkcji r6zniczkowalnych jest rowna sumie pochodnych
tych funkcii.

Przyktad 1
Wyznaczymy pochodna funkcji h(z) = z* + 5.
Rozwigzanie

Korzystajac z powyzszego twierdzenia dla funkeiji f(z) = z*i g(z) = 2° oraz z wzoru na

pochodng funkcji potegowej, otrzymamy
K(@) = (f(2) + 9(2)) = (' +2°) = (&) + (2°)' = 4a® + 62°

Przyktad 2
Wyznaczymy pochodng sumy funkcji postaci f(z) = v/zig(z) = 2 dlaz > 0.
Rozwigzanie

Skorzystamy z powyzszego twierdzenia oraz z wzoru opisujagcego pochodng funkcii
potegowej o wykladniku rzeczywistym. Woéwczas

(F@) + @) = (VA + %) = (V&) + (&) = (a¥) + (@) =

_ 1 .1 _ -9-1_1,.-+ qg.-10_ 1 9
=522 +(-9)-=z =5z 2 — 9z =37~ a0

Wiasnos¢ analogiczna do powyzszej zachodzi rowniez dla pochodnejroznicy funkcii.
Twierdzenie: Pochodna réznicy funkcji

Jedli funkcje f,g9: A — R, gdzie A C R, sa rézniczkowalne w dowolnym punkcie z € A,
tow punkcie z € A istnieje takze pochodna réznicy funkcji f — g oraz

(f(z) = g(z)) = f'(z) — g ().
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Tak wiec pochodna roznicy funkcji rozniczkowalnych to réznica pochodnych tych funkcii.

Dla zainteresowanych

Pochodna réznicy funkcji f — g w punkcie x € A jest rowna réznicy pochodnych funkciji
figw tym punkcie. Zauwaz, ze fakt ten wynika bezposrednio z poprzedniego
twierdzenia, gdyz roznice funkcji f — g mozemy zapisa¢ w postaci f + (—g).

Przyktad 3
Wyznaczymy pochodng funkcji ¥/ — % dlaz # 0.
Rozwigzanie

Wykorzystamy powyzsze twierdzenie. Pochodng roznicy funkcji w punkcie mozna
wyrazi¢ jako réznice pochodnych tych funkciji, zatem dla funkcji f(z) = ¢/zig(x) = %,
dostaniemy
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o (CU3) z ) -3 L3 ( 1) T - — 3:13 +x - 3W + z2

Twierdzenia wyrazajgce pochodne sumy badz réznicy dwoch funkeji pozostajg prawdziwe
dla sumy badz r6znicy dowolnej liczby funkcji, o czym mowi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie: Pochodna sumy/réznicy n funkcji

Jesdli funkcje f1, fo,..., fu: A — R, gdzie A C R, n € N, sg rozniczkowalne
w dowolnym punkcie z € A, tow punkcie z € A istnieje rowniez pochodna funkcj
fit fot...+ f,oraz

(fi(@) £ folz) £ ... £ ful2)) = (fu(2)) £ (fo(2)) ... £ (ful2))"
Przyktad 4
Wyznaczymy pochodna funkcji 27 — 2 + /z dlaz > 0.
Rozwigzanie

Skorzystamy z wprowadzonej wyzej wiasnosci. Wowczas
(&~ %+ v2) -
= (1) - (&) + (vE) =




=728 + 4275 + %:{:*% =
4 1

W kolejnym twierdzeniu wprowadzimy wiasno$¢, dzieki ktorej wyznaczymy pochodna
dowolnego iloczynu funkciji.

Twierdzenie: Pochodna iloczynu funkcji

Jezeli funkcje f,g: A — R, gdzie A C R, sa rézniczkowalne w dowolnym punkcie
x € A, tow punkcie x € A istnieje réwniez pochodna iloczynu funkcji f - g oraz

(f(z) - g(x))" = f'(z) - 9() + f(z) - ¢ ().

Szczegolnym przypadkiem powyzszego wzoru jest sytuacja, w ktorejjedna z funkciji

wystepujacych w iloczynie jest funkcjq stalg.

Twierdzenie: Pochodna iloczynu funkcji f przez stata

oraz a € R, tow punkcie z € A istnieje réwniez pochodna iloczynu a - f oraz
/
(a-f(z)) =a-f'(z).
Dla zainteresowanych

Zauwaz, ze powyzszy wzor bezposrednio wynika z wczesSniejszego twierdzenia. Dla
g(x) = a otrzymamy

(f(z) - g(x))" = f'(z) - 9(z) + f(2) - ¢ () =

=f'(z)-a+ f(z)-(a) = f'(z) - a+ f(z) - 0=

= fl(z)-a+0=a-f(z).

Wyznaczymy najpierw przyktadowa pochodng iloczynu funkcji przez stata.

Przyktad 5

Wyznaczymy pochodng funkcji g(z) = 6z*.

Rozwigzanie

Zgodnie z wprowadzonym powyzej wzorem, stalg a = 6 mozemy wylgczy¢ przed znak
pochodnej. Zatem dla f(z) = z*, uzyskamy
d(z)=(a- f(z)) = (6- $4)l =6- (:c4)/ = 6 - 42° = 242°,

W kolejnym przyktadzie znajdziemy pochodng iloczynu dwu funkcji potegowych.

Przyktad 6

Jedli funkcja f: A — R, gdzie A C R, jest rozniczkowalna w dowolnym punkcie z € A
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Wyznaczymy pochodng iloczynu funkciji postaci 22 - v/z.
Rozwigzanie

Stosujagc wprowadzony powyzej wzor dla funkeji f(z) = z*i g(x) = v/z, pochodna
iloczynu z® - /z bedzie postaci (f(z) - g(z))" = (2* - \/E)I = (m3)l T+ (\/E)l =
=3z -z + 23 %azéq = 327 + %w% = %x% = —%F.

Powyzsze twierdzenia stajg si¢ bardzo uzyteczne przy wyznaczaniu pochodnych funkciji
bedacych suma badz réznica funkeji potegowych, co pokazemy w kolejnym przykladzie.

Przyktad 7
Wyznaczymy pochodng funkcji f(z) = 62° — 22% + 5¢/z — 3> dlaz # 0.
Rozwigzanie

Wykorzystujac przedstawione twierdzenia dotyczace pochodnych sumy funkciji, roznicy
funkciji oraz iloczynu funkciji przez stalg, otrzymamy
f'(z) = (623 — 222 + 5¢9/x — %)' —
= (62) — (22) + (593) — () ==6- (") ~2- (2?)' +5(¢3) ~3(k) =
/
=6 (o) 2+ () +5(oF) —3(e) =
—6-322—2-2z+5- tav 1 3. (-12)z 121 =
—18z2 —dz +z 5 + 362 3 = 1822 — 4z + —= + 5’%.

5
4

W kolejnym twierdzeniu poznamy wzor pozwalajacy wyznaczy¢ pochodng ilorazu funkcii.

Twierdzenie: Pochodna ilorazu funkcji

Jezeli funkcje f,g: A — R, gdzie A C R, sa rézniczkowalne w dowolnym punkcie

z € Aig(x) # 0dlaz € A, toistnieje pochodna ilorazu funkcji % oraz

( f(=) )’ _ S'@9(@)-f(2)g (@)
9(e) (9(@))* '

Przyktad 8

Wyznaczymy pochodng funkcji fﬂ% dlaz # 0.

Rozwigzanie

Stosujac wzor na pochodng ilorazu dla funkcji f(z) = z%1i g(z) = V23, dostaniemy

(f) = (=) = (@) Vo (VaT)

g(x) V3 <\/F) 2 o



javascript:void(0);

Wykorzystamy teraz wszystkie wprowadzone powyzej wzory wyrazajace wiasnosci
arytmetyczne pochodne;.

Przyktad 9

6"+
5r3—zx °

Wyznaczymy pochodng funkcji f(z) =
Rozwigzanie

Korzystajgc z wlasnosci arytmetycznych pochodnej, otrzymamy

f(z) = <%)’ _ (6$7+m2)/-(5w3;5mw)3—(f;7+m2)-(5m3—a:)' _
_ ((627)"+(2?)")-(50%~2) ~ (627 +22)- (50%)'~a) _
_ (6:72°+22) (5&-@@25@13(5-3x2—1) _
_ (422°+22) (5m3(2§3(§%7+m2)(15m21) _
_ (210x9—42m7+1(05§43—_2ma32)—(90x9—6m7+15x4—m2) B
(5a3—zx)” -

— 2102°—-422"4 102! —222 902 + 62" — 15z +22 __
(5z3—z)*
12029—3627—5zt—z2  *° (12027 —362°—5z°—1)
(5z3—z)” o (5z3—z)°

Stownik

suma funkcji f + g

to funkcja f +¢g: A — R, gdzie A C R, zdefiniowana jako
(f +9)(2) = f(z) + g(z)

dla wszystkichz € A

réznica funkcji f — g

to funkcja f —g: A — R, gdzie A C R, zdefiniowana jako
(f —9)(z) = f(z) — g(x)

dla wszystkichz € A

iloczyn funkcji f - g

to funkcja f - g: A — R, gdzie A C R, zdefiniowana jako




(f-9)(z) = f(z) - g(x)
dla wszystkichz € A
f

iloraz funkcji 7

to funkcja % : A — R, gdzie A C R, zdefiniowana jako

(5)@ =

dla wszystkichz € A



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z nastepujacym filmem. Nastepnie wykonaj kolejne polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1sIqSGijl

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej dziatan na pochodnych.

Polecenie 2
Wyznacz pochodna funkcji f(z) = 4z° + Tz° + % —6+y/zdlaz > 0.

Polecenie 3

Wyznacz pochodng funkcji g(x) = 75;2—;219” daz e R\ {-2,2}.


https://zpe.gov.pl/a/D1sJqSGj1

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawna odpowiedz. Pochodna funkcji f(z) = 7z jest réwna:

O f(z) = 102"

O f(z)="T772°
O f(x) =70z°
Cwiczenie 2

Potacz w pary ponizsze funkcje oraz odpowiadajgce im pochodne:

4
S
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B
|
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Cwiczenie 3
Uzupetnij tabele, wskazujac pochodne ponizszych funkgji:

2x°, 3:67, 4z, 122%, 10z, 1425, 0, 122

Funkcja f(x) Pochodna f'(z)

2x°

3x”

4x

1222

Cwiczenie 4
Stosujac wzér na pochodng iloczynu funkcji, wyznacz pochodna funkcji f(a:) =28 . Va3
Cwiczenie 5

Zaznacz poprawng odpowiedz. Pochodna funkcji f(x) = 5zt — 124/x + % jest réowna:

O Fla) =52~ 247~ 5

O f(z)=20a" — -Z —422°

O flz)=202" — = - %

8



Cwiczenie 6

Potacz w pary ponizsze funkcje oraz odpowiadajgce im pochodne:

f(z) = ””1;3 f(z) = 52+ 8x3— 622 — 6 + 2
f(z) = (a:3 — 2z + 1) (332 + 23:) f(z) = 3x°
flz) = == fla) = Szl
f(z) = (4z + 12) (27 — 8) f(z) = 322" + 84x5 — 32
f(x):aﬁ—%Jr% f’(a;):63c5+jc—i’—NlF
Cwiczenie 7 @
Zaznacz poprawng odpowiedz. Pochodna funkcji f(a:) = —;1/2“_;3 jest rowna:

Q f’(a:) _ 9VaT-14Vab

z4—223

Q f’(a:) —7VaT+10Vz5

(zt—223)°

O fla)=TEE=

O f’(:ll) — V2T -14V2

(z4—223)*
Cwiczenie 8 @

Korzystajgc z wtasnosci arytmetycznych pochodnej, wyznacz pochodng funkgji

5z —\/z
fla) = Tl




Dla nauczyciela

Autor: Malgorzata Kruszelnicka

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dzialania na pochodnych

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

4) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza pochodng,
korzystajgc z twierdzen o pochodnej sumy, roznicy, iloczynu, ilorazu i funkcji ztozone;j.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 potrafi sklasyfikowa¢ wlasnosci arytmetyczne pojecia pochodnej

 stosuje poznane wiadomosci do wyznaczania pochodnych sumy funkciji, réznicy
funkcii, iloczynu funkciji, ilorazu funkciji

e napodstawie zrealizowanych przykladow wyciaga wnioski dotyczace pochodne;j
iloczynu funkcji przez stalg oraz pochodnej funkcji wielomianowe;j

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e odwrocona lekcja
e studium przypadku
» grupy eksperckie

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

« komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale

« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie w domu zapoznajq si¢ z materialem zawartym w sekcji ,Przeczytaj”
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz przedstawia kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na mate grupy. Przedstawiciele grup eksperckich omawiaja
przydzielony temat:

e pochodna sumy funkcji wraz z przyktadami

e pochodna roznicy funkcji wraz z przyktadami
e pochodna iloczynu funkcji wraz z przyktadami
e pochodna ilorazu funkcji wraz z przyktadami

2. Kazda grupa ma 5 minut na przedstawienie prezentacji swojego zagadnienia.

3. Nauczyciel wraz z calym zespotem klasowym reasumuje przedstawione wiadomosci
i przedstawia wnioski z nich ptynace.

4. Uczniowie pracuja w grupach metoda analizy przypadku. Analizujg przyktady zawarte
w czesci ,Przeczytaj” oraz film samouczek.

5. Pracujac indywidualnie, uczniowie wykonuja polecenia umieszczone pod medium
bazowym. Przy pomocy nauczyciela wyjasniaja watpliwosci.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ¢wiczen. Uczniowie
wskazujg nauczycielowi, na jakie trudnos$ci natkneli sie rozwiazujac zadania. Wspolnie



znajdujg rozwigzanie problemow.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:

Uczniowie wykonujg w domu zadania z sekcji ,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

Pochodne funkciji elementarnych

Pochodne funkciji potegowej o wykladniku rzeczywistym
Wskazowki metodyczne:

Film samouczek moze by¢ wykorzystany przez nauczyciela jako rekapitulacja tematow
omowionych przez grupy eksperckie.



