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Na podstawie wykresu funkcji y = f(x) rysowanie

wykresow funkcji opisanych wzorami typu
y=—f(lz|) +b

Zrédto: Alice Yamamura, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/, domena publiczna.

Juz starozytni Grecy poszukiwali wzajemnych zaleznosci miedzy roznymi wielkoSciami.
Pojecie funkcji pojawito si¢ w sredniowieczu, a obiektem badan funkcja stata si¢ dopiero
w pracach matematykow w XVII wieku, m.in. Fermata, Kartezjusza i Newtona.

W tym materiale zajmiemy si¢ sporzadzaniem wykresow funkcji, otrzymanych w wyniku
pewnych przeksztalcen.

Twoje cele

 Na podstawie wykresu funkcji y = f(z) narysujesz wykres funkcji y = — f(|z|) + b.
o Odczytasz z wykresu funkcji jej wtasnosci.



Przeczytaj

Chcac sporzadzi¢ wykres funkcji y = — f(|z|) + b, szkicujemy kolejno wykresy
nastepujacych funkciji:

L f(=);

2. f(lz)

- aby narysowa¢ wykres funkcji f(|z|) cze$ci wykresu funkcji f(z), dla ktorych > 0
odbijamy symetryczne wzgledem osi Y; wykres funkcji f(|z|) jest sumg wykreséw funkciji
f(z)dlaz > 0i f(—=z) dlaz < 0;

3. — f(|z)
- wykres funkcji — f(|z|) otrzymujemy odbijajac symetrycznie wzgledem osi X wykres
funkcji f(|z|);

4. —f(|z|) + b

- wykres funkcji — f(|z|) + b otrzymujemy przesuwajac wykres funkcji — f(|z|) wzgledem
osi Y o bjednostek w gore, gdy b jest liczba dodatnia lub o b jednostek w dot, gdy b jest
liczbg ujemna.

Przyktad 1
Na podstawie wykresu funkcji f(z) = x narysujwykres funkcji y = — f(|z|) + 1.
Rozwigzanie:

1. Rysujemy wykres funkcji f(z) = .




2. Rysujemy wykres funkciji f(|z|) = |z|. Cze$¢ wykresu dla z < 0 otrzymujemy odbijajac
symetrycznie wzgledem osi Y te czeéci wykresu funkcji f(x) = «, dla ktorych z > 0.
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3. Rysujemy wykres funkciji — f(|z|) = —|z|. Odbijamy symetrycznie wzgledem osi X
wykres funkcji f(|z|) = |z|.



4. Rysujemy wykres funkcji y = —|z| + 1. Przesuwamy wykres funkcji — f(|z|) = —|z|
wzgledem osi Y o 1 jednostke w gore.
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Przyktad 2
Narysuj wykres funkcji y = —2|z| + 3.
Rozwiazanie:

Szkicujemy kolejno wykresy funkcji y = 2z, y = 2|z|, y = —2|z|, y = —2|z| + 3.



1. Rysujemy wykres funkcji y = 2.
Warto$¢ funkeji dla argumentu 0 to
y=2-0=0

Warto$¢ funkcji dla argumentu 1 to

y1)=2-1=2

=Y

~4

=5

2. Rysujemy wykres funkcji y = 2|z|. Cze$¢ wykresu dla z < 0 otrzymujemy odbijajgc
symetrycznie wzgledem osi Y te czesci wykresu funkcji y = 2z, dla ktorych z > 0.
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3. Rysujemy wykres funkcji y = —2|z|. Odbijamy symetrycznie wzgledem osi X wykres
funkcji y = 2|z|.
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4. Rysujemy wykres funkcji y = —2|z| + 3. Przesuwamy wykres funkcji y = —|z|
wzgledem osi Y o 3 jednostki w gore.



. y = —2|x|+3
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Przyktad 3
Na podstawie wykresu funkcji f(z) = —(z + 2)z
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narysuj wykres funkcji y = — f(|x|) — 1, a nastepnie odczytajz wykresu dziedzing i zbior
wartos$ci otrzymanej funkciji.

Rozwigzanie:

Szkicujemy kolejno wykresy funkcji y = —(|z| + 2)|z|, y = —(—(|z| + 2)|z]),
y = (|z[ +2)]z] - 1.



1. Rysujemy wykres funkcji y = —(|z| + 2)|z|. Cze$¢ wykresu dla z < 0 otrzymujemy
odbijajac symetrycznie wzgledem osi Y te czesci wykresu funkcji y = —(z + 2)z, dla
ktorych = > 0.
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2. Rysujemy wykres funkcji y = —(—(|z| + 2)|z|) = (|| + 2)|z|. Odbijamy symetrycznie
wzgledem osi X wykres funkcji y = —(|z| + 2)|z|.
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3. Rysujemy wykres funkcji y = (|z| + 2)|z| — 1. Przesuwamy wykres funkcji
y = (|z| + 2)|z| wzgledem osi Y 0 1 jednostke w dot.



y = (lz|+2)[x[ -1
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Odczytujemy z wykresu:
e dziedzina: D = R,
e zbidr warto$ci funkciji: ZW = (-1, 00).
Przyktad 4
Na podstawie wykresu funkcji f(z) = x+L1
—
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narysuj wykres funkcji y = — f(|x|) + 1, a nastepnie odczytajz wykresu dziedzine i zbior
wartosci tej funkcii.
Rozwigzanie:

Szkicujemy kolejno wykresy funkciji y = m%, Y= —mﬁ, y= —m% + 1.

1. Rysujemy wykres funkcji y = m% Cze$¢ wykresu dla ¢ < 0 otrzymujemy odbijajac

symetrycznie wzgledem osi Y czeéci wykresu funkciji f(x) = %H dla ktérych z > 0.
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2. Rysujemy wykres funkcji y = — mﬁ Odbijamy symetrycznie wzgledem osi X wykres
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3. Rysujemy wykres funkcji y =

1
|z|+1

wzgledem osi Y o 1 jednostke w gore.

+ 1. Przesuwamy wykres funkcji y =

YA
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Stownik

Odczytujemy z wykresu:

e dziedzina: D = R,
e zbior wartos$ci funkcji: ZW = (0, 1).

1
lz|+1
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dziedzina funkcji

dziedzina funkciji liczbowej okreslonej wzorem w postaci wyrazenia algebraicznego -
zbior wszystkich liczb, dla ktorych wzor funkcji ma sens liczbowy

zbiér wartosci funkcji liczbowej

zbior wszystkich liczb, ktore moze przybiera¢ zmienna zalezna y danej funkcji f(x)



Animacja

Polecenie 1
Zapoznaj sie z animacja prezentujaca, jak narysowaé wykres funkcjiy = —|f(x)| + b na
podstawie wykresu funkcji f(x). Nastepnie rozwiaz zadania i poréwnaj z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DhoPQWuRr

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcej przeksztatlcenia wykresu funkcii.

Polecenie 2

Na podstawie wykresu funkcji f(z) =z — 4
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narysuj wykres funkcji y = — f(|z|) — 2.


https://zpe.gov.pl/a/DhoPQWuRr

Polecenie 3

Na podstawie wykresu funkcji f(z) = 2*> — 5z + 6

")

y:x2—5x+6
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narysuj wykres funkcji y = — f(|x|) + 3, a nastepnie odczytaj z wykresu dziedzine i zbior
wartosci tej funkcji.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Wybierz rysunek , na ktérym przedstawiono wykres funkcji y = —|x| — 1 (przyjmij, ze jedna
jednostka to jedna kratka).

Cwiczenie 2 ®



Cwiczenie 3

O

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji g(x). Wybierz wszystkie wykresy, dla ktorych

istnieje funkcja f(x) taka, ze g(x) = — f(|z|) + 3 (przyjmij, ze jedna jednostka to jedna
kratka).
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Cwiczenie 4

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f(z) (przyjmij, ze jedna jednostka to jedna
kratka). Uzupetnij puste miejsca w tekscie, wstawiajgc w nie odpowiednie liczby catkowite.

Yk

Whpisz w luki prawidtowe liczby.

1. Miejscami zerowymi funkcjiy = — f(|z|) + 2 sa “CZbY‘ H

2. Zbiorem wartosci funkcji y = — f(|x|) + 2 jest przedziat (—oo;

3. Funkcjay = — f(|z|) + 2 rosnie miedzy innymi w przedziale (—oo;




Cwiczenie 5

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f(z)
(przyjmij, ze jedna jednostka to jedna kratka). Funkcjay = — f(|z|) — 1 przecina 0§ Y’
w punkcie:

YA

O (0;4)
O (0;3)
() nieprzecinaosi Y

O (0;-3)



Cwiczenie 6

Dana jest funkcja f(z) = 4 — (z + 1)°. Narysuj wykres funkgji g(z) = — f(|z|) — 5,
a nastepnie zaznacz zdania prawdziwe.

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

[ ] Funkcja g(z) przecina 0§ Y w punkcie (0; —8).

[ ] Osia symetrii wykresu funkcji g() jest prosta o réwnaniu z = 1.

[ ] Miejscami zerowymi funkcji g(z) sa liczby z € {—2;2}.



Cwiczenie 7 @

Dana jest funkcja f(z) = =22 Narysuj wykres funkcji g(z) = — f(|z]) — 2, a nastepnie

zaznacz zdanie prawdziwe.
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Zaznacz zdanie prawdziwe.

(O Funkcja g(x) maleje tylko w przedziale (%, 1).
(O Funkcja g(x) jest malejaca.

() Funkcja g(x) ma dwa miejsca zerowe.



Cwiczenie 8 @

Dana jest funkcja f(z) = (%)x Narysuj wykres funkcji g(z) = 1 — (%)”m‘%‘, a nastepnie
zaznacz zdania prawdziwe.

]
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Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Zbiorem wartosci funkcji g(x) jest przedziat (0; 1).

Funkcja g(z) rosnie tylko w przedziale (4, 00).

Miejscami zerowymi funkcji g(x) sa liczby z € {—4;4}.

o o o o

Funkcja g(x) przecina 0$ Y w punkcie (0; 1).



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna
Przedmiot: Matematyka

Temat: Na podstawie wykresu funkcji y = f(z) rysowanie wykresow funkcji opisanych
wzorami typuy = —f(|z|) + b

Grupa docelowa:
IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegétowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

2) oblicza wartos¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbidr wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze) lub
mniejsze (nie wieksze) od danej liczby, najwieksze i najmniejsze wartosci funkcji (o ile istniejg)

w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla ktérych wartosci najwieksze i najmniejsze
sg przez funkcje przyjmowane;

12) na podstawie wykresu funkcjiy = f (x) szkicuje wykresy funkcjiy=f (x-a),y=f (x)+Db,
y=-f(x),y=f (-x);

Zakres rozszerzony 1) na podstawie wykresu funkcjiy = f ( x ) rysuje wykres funkcjiy =|f (x) |

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢.

Cele operacyjne:
Uczen:

o ustala kolejne kroki rysowania wykresu funkcji y = — f(|z|) + b;

 na podstawie wykresu funkcji f(z) sporzadza wykres funkcjiy = — f(|z|) + b;

» okresla zwigzek miedzy przeksztalceniem wykresu funkcji a wzorem funkciji, ktorej
wykres otrzymano w wyniku przeksztalcenia;

e odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbior wartosci;



 analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwigzania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow;
e analiza przypadkuy;
 objasSnianie nowejwiedzy.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do internetu;
« tablica interaktywna/rzutnik multimedialny.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

 uczniowie przypominajg definicje funkcji oraz sposoby przedstawiania funkcj;
e uczniowie przypominajg definicje wartosci bezwzglednej;
» nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

e nauczyciel dzieli uczniow na 3 - osobowe grupy;

» kazda z grup otrzymuje zadanie polegajace na analizie materialu zawartego w sekciji
PRZECZYTAJ oraz przygotowanie przyktadu funkcji i narysowanie jej wykresu;

e uczniowie w grupach analizujg przyklady zawarte w sekcji PRZECZYTAJ;

e uczniowie ogladajg animacje i omawiajg jg wraz z nauczycielem, nastepnie
samodzielnie rozwigzujg zadania zamieszczone pod animacija;

e uczniowie w grupach przygotowuja przyktad funkcii i rysujg jej wykres;

e nauczyciel kontroluje prace uczniow, udzielajac im wskazowek.

Faza podsumowujaca:

e wybrani uczniowie prezentuja wykresy zaproponowanych przez grupe funkciji;



e uczniowie okreslaja, co bylo dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien;

e nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnos$¢ uczniow.

Praca domowa:
» zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

» Symetria osiowa — wprowadzenie

e Symetria osiowa

» Definicja i posoby przedstawiania funkciji
» Sposoby opisywania funkcii

» Symetria wykresu funkcji

e Symetria punktu

» Warto$¢ bezwzgledna - definicja

o Wartos¢ bezwzgledna liczby

Wskazowki metodyczne:

» Materialy zawarte w animacji i w sekcji PRZECZYTAJ uczniowie mogg przeanalizowac
jako prace wiasnag przed lekcjg; umozliwi im to wystgpienie na zajeciach w roli
ekspertow.

e ,Animacje¢” mozna réwniez wykorzysta¢ w realizacji lekcji dotyczacej rysowania
wykresow funkcji z wartoscig bezwzgledna.
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