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Mimo ze dzi$ naszego zdziwienia nie budzi prognoza pogody, w ktorej mowi si¢
o ujemnej temperaturze (czyli mrozach), ani nie przeraza nadto niewielki (!) dtug (czyli
ujemny stan finanso6w) na karcie debetowej, to ludzkos$¢ przez wiele stuleci rozwoju

matematyki borykata si¢ z liczbami ujemnymi nazywajac je “absurdalnymi”.

Pierwsze wzmianki sugerujace potrzebe rozwazania liczb oznaczajacych deficyt
pojawiaja si¢ juz w I wieku p.n.e. w Chinach. P6zniej w VII wieku n.e. Indyjczycy
uzywali liczb ujemnych do ksieggowania dtugow - podobnie jak pozniej (XIII wiek)
czynit to Fibonacci. Ale i tak wigkszos¢ europejskich matematykow odrzucata
koncepcje liczb ujemnych az do XVIII wieku.

Mozemy zaryzykowac¢ wiec stwierdzenie, ze przecietny absolwent dzisiejszej szkoty
podstawowej wie o liczbach ujemnych wigcej, niz cate rzesze matematykow na

przestrzeni setek lat.

Twoje cele



Odroznisz liczbe catkowita od niecatkowite;.
Wykonasz podstawowe dziatania na liczbach catkowitych.

Zastosujesz wiasnosci dziatan na liczbach catkowitych do obliczania

wartosci wyrazen arytmetycznych.

Zastosujesz dzialania na liczbach catkowitych do rozwigzywania zadan
praktycznych.



Przeczytaj

Definicja: Liczby catkowite
Przypomnijmy najpierw, ze zbior liczb naturalnych to
N={0,1, 2,3, ...,9, 10, 11, ..., 100, 101, ...}

Zbior liczb catkowitych definiujemy jako sume zbioru liczb naturalnych i zbioru

liczb przeciwnych do liczb naturalnych.

Innymi stowy liczba jest catkowita, jesli jest liczbg naturalng lub liczbg przeciwng

do naturalne;.

Zbior wszystkich liczb catkowitych oznaczamy literg Z - symbol pochodzi od

niemieckiego stowa Zahl oznaczajgcego liczbe.

Zatem:

z={...,—101,-100,...,-10,-9,...,-2,-1,0,1,2,...,9,10,...,100,101,...}
Dziatania na liczbach catkowitych

Wiemy juz, ze suma i iloczyn liczb naturalnych jest liczbg naturalng. Mozemy

powiedzie¢, ze dziatania dodawania i mnozenia nie wyprowadzajg poza zbior liczb

naturalnych albo inaczej, ze zbior liczb naturalnych to zbior zamkniety na dodawanie
i mnozenie. Poniewaz réznica liczb naturalnych moze by¢ liczbg ujemng (a wiec nie
liczbg naturalng), powiemy, ze odejmowanie wyprowadza poza zbior liczb

naturalnych.

Zauwazmy, ze suma, roznica i iloczyn liczb catkowitych sg liczbami catkowitymi, wiec
mozemy powiedzie¢, ze dodawanie, odejmowanie i mnozenie nie wyprowadza poza

zbior liczb calkowitych albo, ze zbior liczb catkowitych jest zamkniety na te dziatania.

Dzielenie wyprowadza poza zbior liczb catkowitych, poniewaz wynik dzielenia liczb

calkowitych moze nie by¢ liczbg catkowita.
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W zbiorze liczb catkowitych wykonujemy dzielenie z resztg.

Wazne!

Przypomnijmy, ze:

iloczyn dowolnie wielu liczb dodatnich jest liczbg dodatnig,

iloczyn parzyscie wielu liczb ujemnych jest liczbg dodatnig,

iloczyn nieparzyscie wielu liczb ujemnych jest liczba ujemna,

iloczyn dwoch liczb o roznych znakach jest liczbg ujemna,

Prawa dziatan na liczbach catkowitych

Dla dowolnych liczb catkowitych a, b, c:

a+b=b+a przemienno$¢ dodawania

(a+b)+c=a+ (b+c) | tacznos¢ dodawania

a-b=>b-a przemiennoS$¢ mnozenia

(a-b)-c=a-(b-c) lacznoé¢ mnozenia

(a+b)-c=a-c+b-c rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania
a+0=a 0 jest elementem neutralnym dodawania

a-1=a 1 jest elementem neutralnym mnozenia
a+(—a)=0 istnienie liczby przeciwnej do kazdej liczby catkowitej
a—b=a+ (-b) wykonalno$¢ odejmowania

Ponadto dla dowolnych liczb catkowitych zachodzi:

(—a) + (=b) = —(a +b)

(—a)-b= —ab
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Zilustrujemy powyzsze wilasno$ci na przyktadach.

Przykfad 1
Obliczymy:
(—=3)+(—4)=—-(3+4)=-7
(-7 +4=—(7T—4)=-3
(-3)+8=8-3=5
(-3)+3=0
(=3)-(—4) =12
(-3)-2=—6
—(—4) =4
6—(-2)=6+2=38
Przyktad 2
Obliczymy:
3-(=2)+(=3) = (=2)-(=3) - (-4) = =6+ (-3) — (—24) =
=—6+(-3)+24=—(6+3)+24=-9+24=15

Przyktad 3

Zastosujemy prawa tacznosci i przemiennosci dodawania:

494 + 495 + 496 + 497 + 498 + 499 + 500+
+501 + 502 + 503 + 504 + 505 + 506 =

— (494 4 506) + (495 + 505) + (496 + 504) + (497 + 503)+

+(498 -+ 502) -+ (499 -+ 501) -+ 500 =
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= 1000 + 1000 + 1000 + 1000 + 1000 + 1000 + 500 =

= 6-1000 + 500 = 6500

Przyktad 4

Zastosujemy prawo rozdzielnoSci mnozenia wzgledem dodawania:
16-8—-16-3=16-(8—3)=16-5=(10+6)-5=10-5+6-5=50+30 =8

Przyktad 5

Zwro¢ uwage na kolejnos¢ wykonywania dziatan:
4-6:3—-24+20:5-2=24:3-2+4-2=8-2+8=6+8=14

Przyktad 6

Zwroc¢ uwage na kolejno$¢ wykonywania dziatan:

{4-7—[(4-3+8:4)—(2-6—10)]-5}+3-(4-7—26) =
— {28 — [(12+2) — (12— 10)] - 5} + 3 - (28 — 26) =
— {28 —[14—2] -5} +3-2=
— {28 —12-5} +6 =
— {28 — 60} + 6 =
— —3246=
— —(32-6) =

= —26

Przyktad 7

Wyznaczymy wszystkie catkowite liczby k&, dla ktorych Z—jrg jest liczba catkowitg.



Zauwazmy, ze

k=2 _ k424 _ k2 4 _ 1 _4
B2 T T kt2 T kr2 . Fr2 k2

Zatem 222 bedzie liczba catkowita, doktadnie wtedy, gdy — bedzie liczb
72 be 3 3 y, gdy 715 be ]

catkowita.

Czyli k + 2 jest catkowitym dzielnikiem liczby 4, zatem jest jedng sposrod liczb
{1, — 1,2, —2,4, —4}.

Stad k jest jedna sposrod liczb {—1, — 3, 0, —4, 2, —6}.

Stownik

przemiennos$¢ dodawania liczb catkowitych

wlasno$¢ dodawania oznaczajgca, ze dla dowolnych liczb catkowitych a, b
zachodzi réwnos¢a + b =b+ a

przemiennos$¢ mnozenia liczb catkowitych

wlasno$¢ mnozenia oznaczajaca, ze dla dowolnych liczb catkowitych a, b zachodzi
rownos¢a-b=>b-a

tacznos¢ dodawania liczb catkowitych

wlasnos¢ dodawania oznaczajaca, ze dla dowolnych liczb catkowitych a, b, ¢
zachodzi rowno$c¢ (a +b) +c=a+ (b+c¢)

tacznos¢ mnozenia liczb catkowitych

wlasno$¢ mnozenia oznaczajaca, ze dla dowolnych liczb catkowitych a, b, ¢

zachodzi rowno$¢ (a-b) -c=a- (b- ¢)

rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania

wlasno$¢ dzialan oznaczajaca, ze dla dowolnych liczb catkowitych a, b, ¢ zachodzi

rowno$¢ (e +b)-c=a-c+b-c



zbior zamkniety (ze wzgledu) na dziatanie

mowimy, ze zbior jest zamkniety (ze wzgledu) na dziatanie x, gdy dla dowolnych

elementow a, b tego zbioru, wynik dzialania a x b rowniez nalezy do tego zbioru



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj informacje i przyktady zawarte w animacji, a nastepnie rozwiaz test.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /Dsn2zQ80Q

Film nawigzujacy do tresci materiatu.

Polecenie 2
Na podstawie informacji zawartych w animacji rozwiaz test. Wskaz wszystkie poprawne
odpowiedzi.

Sumal+ 3+ 5+...4+53 + 55 + 57 jest réwna:
1812 (]| 841 (] || 870 (]|

2m+3
m+1

—20])-10je 0]

Wartos¢ utamka

jest liczba catkowita dla m réwnego:

Liczbami spetniajacymi réwnanie 2 — 9 = 0 sa:

30z 0] 0]

Liczba spetniajaca réwnanie (z? + 4) (z? — 16) = 0 jest:

20)[-20]J|+ 0

Parami liczb spetniajacymi rownanie (332 + 1) -y = 25sa:

z=0iy=2(]|z=1iy=1)| a=-1iy=1[]



https://zpe.gov.pl/a/Dsn2zQ8oQ

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Potacz w pary wyrazenia, ktore majg taka sama wartosc¢.

~10- (~3)
~10 - (-3)
10 — (—3)
10 + (—3)
—10 + (-3)

—-10-3

10-3
10 -3
—10+3
10 - (—3)
10+ 3

—-10 -3



Cwiczenie 2

¢

Oblicz. Uzupetnij komorki tabeli, przenoszac w puste miejsca odpowiednie z podanych

liczb.

Oblicz Wynik
(1)-2-(-3) -4 e
(1) (-2) 4 (-3) + (-4) ]
(6)-5-(-7)-0 e
(~54) 16— (~70) e
24306~ 45+ 15 e
128 4120 + 130 + 170 + 171 + 172 e
(-2)-[-3 - (~13)] 5 e

[5—(=5)] - [-10 — 5]

_________________________________

OH—30H—100H900H24H—150H0H—10]

Cwiczenie 3

Wykonaj dziatania:

[4-(3-54+4-7)+25-36]: (3612 — 290 — 2 - 4)




Cwiczenie 4

Wykonaj dziatania:

(8-1547-11)-(3-85 —4-62) —479] : (5- 71 — 55)

Cwiczenie 5

Wykonaj dziatania:

{408 - 306 — 18- [(204-9 — 93-7) : 79 — 1]} : 3461

Cwiczenie 6

Postaw nawiasy tak, aby zachodzity réwnosci.

a)6-8+20:4—-2=58

b) 3248 : 16 — 3 - 315 — 156 - 2 = 600

c)350 —15-104 — 1428 : 14 = 320




Cwiczenie 7

Rozwiaz test. Przy kazdym punkcie zaznacz poprawng odpowiedz.

1. Wykonujac dziatania 15 + 19 + 11 = 15 + 30 = 45, korzystamy z prawa:

‘ Przemiennosci dodawania. [ | ’

‘ tacznosci dodawania. [ | ’

2. Wykonujac dziatania (10 + 8) - 12 = 10 - 12 + 8 - 12, korzystamy z prawa:

‘ Rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania. [ ] ’

‘ Rozdzielnosci dodawania wzgledem mnozenia. [ ] ’

3. Zbior liczb catkowitych jest zamkniety na:
‘ Odejmowanie. [ ] ’
‘ Dzielenie. [ ] ’

Cwiczenie 8

Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania
prawdziwe.

Cyfra 1 jest elementem neutralnym mnozenia.

Nie istnieje liczba przeciwna do zera.

Liczbg przeciwng do zera jest zero.

Cyfra 0 jest elementem neutralnym mnozenia.

o o 0o o O

Cyfra 0 jest elementem neutralnym dodawania.



Cwiczenie 9 C
Suma czterech liczb jest rowna 42. Jezeli pierwsza z nich powiekszymy o 2, druga
zmniejszymy o 2, trzecig powiekszymy o 50 %, za$ czwartg pomniejszymy o 50 %, to
otrzymane liczby beda réwne. Co to za liczby? Wpisz rozwigzanie w ponizsze pole

i poréwnaj wynik z podanym ponizej rozwigzaniem.

Cwiczenie 10 @
Suma cyfr pewnej liczby dwucyfrowej jest rowna 11. Jezeli napiszemy cyfry

w odwrotnej kolejnosci, to otrzymamy liczbe mniejszg od potowy szukanej liczby. Jaka
to liczba? Wpisz rozwigzanie w ponizsze pole i poréwnaj wynik z podanym ponizej

rozwigzaniem.

Cwiczenie 11 @
Wyznacz wszystkie catkowite wartosci k, dla ktérych % jest liczba catkowita. Wpisz

rozwigzanie w ponizsze pole i poréwnaj wynik z podanym ponizej rozwigzaniem.




Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Liczby calkowite i dzialania na nich

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcgce, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe:
I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:
1) wykonuje dzialania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie,

potegowanie, pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,

technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

Uczen:



e odroznia liczbe catkowitg od niecatkowite;j,
e wykonuje podstawowe dziatania na liczbach catkowitych,

e stosuje wlasnosci dziatan na liczbach catkowitych do obliczania wartoS$ci
wyrazen arytmetycznych,
e stosuje dzialania na liczbach calkowitych do rozwigzywania zadan praktycznych.

Strategie nauczania:

e konstruktywizm;

e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrodcona klasa;
e dyskusija;

e metoda krokodyla.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glo$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

tablica interaktywna /tablica, pisak /kreda;

telefony z dostepem do internetu.



Przebieg lekcji

Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniéw o zapoznanie si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji

LPrzeczytaj’.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji

,Przeczytaj”. Wspolnie na forum klasy omawiajg pytania i problemy.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Animacja”. Zapisuja
ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy

7z materiatu.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac
¢wiczenia numer 11 2. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiaja odpowiedzi, a reszta klasy wspolnie
ustosunkowuje si¢ do nich. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi,

dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W nastepnym kroku uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia numer 3,41 5.
Nastepnie wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie

potrzeby uzupetnia informacje.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki

pracy komentowane sg przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

7

sie’.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,

udzielajgc im tym samym informacji zwrotnej.

Praca domowa:

1. Uczniowie rozwigzujg polecenia zwigzane z medium w sekcji ,Animacja”

Materialy pomocnicze:

e Dzialania na liczbach catkowitych

Wskazowki metodyczne:

e Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,Animacja” do pracy przed lekcjg.
Uczniowie zapoznajg sie z jego trescig i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten
sposOb, zeby moc samodzielnie rozwigzac zadania w temacie , Liczby calkowite

i dziatania na nich”.


https://epodreczniki.pl/a/dzialania-na-liczbach-calkowitych/DWg7pQJGE

