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Wykorzystanie trygonometrii w obliczeniach

dotyczacych graniastostupow

Zrodto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Masz juz szerokg wiedze¢ dotyczaca graniastostupow. W tym materiale utrwalisz jg

i nauczysz si¢ stosowac trygonometri¢ w zadaniach dotyczacych graniastostupow.
Wykazesz si¢ znajomoscig rodzajow graniastostupow, rozpoznawaniem odcinkow, katow
i przekrojow w graniastostupie, a takze umiejetnoscia zastosowania wzoréw na pola
wielokatow, objetos¢ i pole powierzchni graniastostupa oraz znajomoscia podstawowych
zaleznosci trygonometrycznych. Jezeli obawiasz si¢, ze twoja wiedza jest
niewystarczajaca, przypomnij sobie podstawowe pojecia — z pomoca przyjdzie ci rowniez
stowniczek, ktory znajduje si¢ w kazdym materiale.

Twoje cele

» Zaznaczysz katy i odcinki w graniastostupach.

» Obliczysz pole powierzchni i objetos¢ graniastostupa ze wzoru.

o Wykorzystasz wiasnosci katow, odcinkow i wielokgtow do obliczania objetosci i pola
powierzchni graniastostupa.

» Wykorzystasz funkcje trygonometryczne do obliczania dtugosci odcinkow i miar
katow.

» Wykonasz rysunek przedstawiajacy bryte omowiong w zadaniu.



Przeczytaj

Podstawami kazdego graniastostupa sa rownolegte, przystajagce wielokaty znajdujgce si¢
w roznych ptaszczyznach, a jego Sciany boczne sg prostokatami lub rownolegtobokami.
Wielokatami sg rowniez przekroje graniastostupow. Sg to figury geometryczne, w ktorych
z fatwoScig mozna zastosowac funkcje trygonometryczne. Najczesciej bedziemy korzystac
z funkciji trygonometrycznych katow ostrych w trojkatach prostokatnych.

Warto przypomnie¢ réwniez dwa twierdzenia geometrii wykorzystujace funkcje
trygonometryczne.

Twierdzenie: Twierdzenie cosinusow
2=V +c*—-2-b-c-cosa,

gdzie:
a, b, ¢ - s bokami trojkata,
o - kat trojkata, ktory znajduje si¢ na przeciwko boku a.

Twierdzenie: Twierdzenie sinusow

__b _ —
siga T sinf T sirc1'y = 2R,
gdzie:
a, b, c — sa bokami trojkata,
a, B, v — sa katami, ktore znajduja si¢ na przeciwko bokéw a, b, c odpowiednio,
R - jest promieniem okregu opisanego na tym trojkacie.

Przypomnijmy ponadto, ze funkcje trygonometryczne sg wykorzystywane we wzorach na
pola wielokgtow.

Pole tréjkata

P = a-b-sin o
= 5,

gdzie:
a, b - sa bokami trojkata,
o — kat miedzy tymi bokami.

Pole rownolegtoboku

P=a-b-sina,



gdzie:
a, b - sa sgsiednimi bokami rownolegloboku,
a - kat miedzy nimi.

__ pgsiny
P = 2

’

gdzie:
D, ¢ — s przekatnymi réwnolegtoboku,
v — kat miedzy nimi.

Funkcje trygonometryczne katéw w podstawie i na Scianie
bocznej

Przyktad 1

W podstawie graniastostupa prostego jest trojkat o bokach 3 cmi4 cm ikacie o mierze
60" miedzy nimi. KrawedzZ boczna ma dtugo$¢ 6 cm. Obliczymy pole powierzchni
catkowitej tego graniastostupa.

Rozwigzanie

Narysujmy podstawe tego graniastostupa.

4cem c
60°
3cm
Mozemy policzy¢ pole podstawy
e el —
Pp _ 4-3-512n60 _ 1222 — 3\/3 cm?.

Do obliczenia pola powierzchni bocznej brakuje dlugosci krawedzi oznaczonej przez c.

Wykorzystamy twierdzenie cosinusow



?=4>+32-2.4-3-cos60°,
czylic? =25 — 24 - .
Ostatecznie ¢ = v 13 cm.

Teraz mozemy juz obliczy¢ pole powierzchni bocznej

P,—6- <4+ 3+ \/13) — 42 + 6v/13 cm?.

A zatem P, —6v3+42+6V13=6- (7—|—\/§—|— \/13) cm?.

Przyktad 2

Przekatna Sciany bocznej graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugos¢ 8 cm
i tworzy kat 48° z krawedzig podstawy. Obliczymy objetos¢ tego graniastostupa.

Rozwigzanie

Zrobmy rysunek pomocniczy.

Zaznaczony trojkat jest prostokatny. Obliczamy dlugos¢ krawedzi podstawy i wysokosci
z funkcji trygonometrycznych

cos48” = ¢ orazsin48” = %.
Odczytujemy z tablic wartoSci funkcji trygonometrycznych

0,6691 = % oraz 0,7431 = &,

czylia ~ 5,35cm oraz H ~ 5,94 cm.



| Mozemy juz obliczyé objetos¢ V = 5,35% - 5,94 ~ 170,02 cm®.

Funkcje trygonometryczne katow miedzy odcinkami
w graniastostupie

Przyktad 3

W prostopadtoscianie jedna z krawedzi podstawy jest dwukrotnie dtuzsza od drugie;j.
Wysoko$¢ prostopadio$cianu jest rowna dtuzszejkrawedzi podstawy. Obliczymy miare
kata pomiedzy przekatnymi sgsiednich §cian bocznych.

Rozwigzanie

Narysujmy prostopadtoscian i zaznaczmy na nim dane i szukany kat.

Przekatna podstawy i przekgtna mniejszej Sciany bocznej majg te sama dtugosc.
Mozemy ja policzy¢ z twierdzenia Pitagorasa

(2a)” + a® = d2. Czyli dy = aV/5.

Przekatna wiekszej Sciany bocznejjest przekatna kwadratu, tak wiec di = 2av/2.
Skorzystamy z twierdzenia cosinusow dla trojkata zaznaczonego na rysunku

5a2 = 8a% + 5a% — 2 - 2av/2 - a/5 - cos a.

2 _ g2 . - _ 8
Wtedy 8a“ = 4a”v 10 - cos a, czyli cosa = Wil 0,6324.

Astad a ~ 51°.


javascript:void(0);

Przyktad 4

Dtuzsza przekatna graniastostupa prawidtowego szeSciokgtnego tworzy z krawedzig
podstawy kat, ktérego cosinus wynosi % KrawedZ podstawy ma diugosc¢ 2. Obliczymy
dtugos¢ wysokosci tego graniastostostupa.

Rozwigzanie

Zrobmy rysunek pomocniczy.

Zauwazmy najpierw, ze trojkat, ktorego bokami sg dtuzsza i krotsza przekatna
graniastostupa prawidtowego szeSciokgtnego jest prostokatny.

Dtuzsza przekatna bryly ma dtugos¢ v4a® + H?, a krotsza v'3a2 + HZ, co wynika
z twierdzenia Pitagorasa.

2 2
Zauwazmy, ze a® + (\/3a2 + Hz) = (\/40,2 + H2) , co z twierdzenia odwrotnego do

twierdzenia Pitagorasa oznacza, ze jest to trojkat prostokatny.
M _ 2 M52 odid =25
amy zatem cosa = 5, astad 5= = 5, czylid = 2vV/5.

Z twierdzenia Pitagorasa

2
H? 442 = (2\/3) ,

czyli H? = 4 ostatecznie H = 2.

Funkcje trygonometryczne kata miedzy odcinkiem,
a ptaszczyzna w graniastostupie
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Przyktad 5

W podstawie graniastostupa prostego znajduje si¢ romb o przekatnych dlugosci 61 8.
Dluzsza przekatna graniastostupa jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem
32°. Obliczymy sume dtugosci krawedzi tego graniastostupa. Wynik podamy

w przyblizeniu do 0, 01.

Rozwigzanie

Zrobmy rysunek pomocniczy.

Dhuzsza przekatna graniastostupa, dtuzsza przekatna podstawy i krawedz boczna tworzg
trojkat prostokatny.

Obliczamy dtugos¢ krawedzi bocznej z funkcji trygonometrycznych kata ostrego
w tréjkacie prostokgtnym: tg 32° = ==

Stad otrzymujemy 0, 6249 = £ i ostatecznie H ~ 5.

Obliczamy dtugos¢ krawedzi podstawy z twierdzenia Pitagorasa
32+ 42 = a2,astada = 5.

A zatem suma wszystkich krawedzi wynosi 12 - 5 = 60.

Przyktad 6

Sinus kata nachylenia dtuzszej przekatnej graniastostupa prawidlowego szesciokatnego
do Sciany bocznejwynosi == 6*/_ . Dlugos¢ tej przekatnejwynosi 13. Obliczymy objetos¢
graniastostupa.

Rozwigzanie



Zrobmy rysunek pomocniczy.

W zaznaczonym trojkacie prostokgtnym obliczamy dtugos¢ boku av/'3, korzystajac
ay/3

z funkcji trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie prostokgtnym: sin o = 55°.

Zatem 61—\25 = “1—\?, a stagd krawedz podstawy a = 6.

Obliczymy teraz wysokos¢ graniastostupa.

Skorzystamy z twierdzenia Pitagorasa
H? + 122 = 132.Stad H = 5.
Wyznaczamy objetos¢ tego graniastostupa

V=063 .5=2703

Funkcje trygonometryczne katéw miedzy ptaszczyznami
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Przyktad 7

Oblicz pole przekroju szeScianu przedstawionego na rysynku, wiedzgc, ze cosinus kata

nachylenia przekroju do podstawy wynosi %, a krawedz szescianu ma dtugosc¢ 3.

Kat nachylenia przekroju do podstawy bedzie katem pomiedzy dtuzszym bokiem
prostokata, a krawedzig podstawy.

Oznaczmy go na rysunku przez c.

Mamy wiec cos a = %,astqd % = 1iT-

Ostatecznie b = 3, 3.

Przekrojjest prostokatem o wymiarach 3 x 3, 3, wiec jego pole wynosi



P=3-3,3=09,9.
Wazne!

1. Przypomnijmy, ze katy pomiedzy sasiednimi Scianami bocznymi w graniastostupie
prostym maja miare taka, jak katy w podstawie tego graniastostupa.

2. Wro¢my do Przyktadu 1:
W podstawie graniastostupa prostego jest trojkat o bokach 3 cmi4 cm i kacie
o mierze 60° miedzy nimi. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego graniastostupa,
jezeli wiemy, ze krawedz boczna ma dtugos¢ 6 cm.
Zadanie to mogloby by¢ sformutowane w sposéb nastepujacy:
Kat pomiedzy dwiema $cianami bocznymi graniastostupa prostego trojkatnego ma
miare 60°. Krawedzie podstawy, na ktorych zbudowane s3 te $ciany, majg dtugos¢
3 cmi4 cm. Obliczymy pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa, jezeli

krawedZ boczna ma dtugo$¢ 6 cm.

Stownik

graniastostup prosty

graniastostup, ktorego wszystkie $ciany boczne s3 prostokatami
graniastostup prawidtowy

graniastostup prosty, w ktorego podstawie jest wielokat foremny
prostopadtoscian

graniastostup, ktorego wszystkie $ciany sg prostokatami
wysokos$¢ graniastostupa

odcinek, ktorego dlugosc¢ jest rowna odlegtosci miedzy ptaszczyznami podstaw

graniastostupa i ktorego konce nalezg do roztacznych ptaszczyzn podstaw
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Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie z trescig animacji 3D, a nastepnie wykonaj polenienia pod nia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIEygGWNW

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcego wykorzystania trygonometrii
w obliczeninach dotyczacych graniastostupow.

Polecenie 2

Na podstawie animacji 3D wyznacz wzér na objetos¢ graniastostupa pochytego o podstawie
tréjkata rownobocznego o krawedzi podstawy a, jezeli krawedzZ boczna ma dtugoscé b i jest
nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem c.

Polecenie 3

Odpowiedz na pytania dotyczace graniastostupa o podstawie rombu, ktory pojawia sie
w animacji 3D:

a) lle wynosi cosinus kata pomiedzy przekatna graniastostupa, a krawedzig boczna?

b) lle wynosi cosinus kata pomiedzy przekatng graniastostupa, a krawedzig podstawy?


https://zpe.gov.pl/a/D1EygGWNW

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Graniastostup na rysunku jest prawidtowy. Jego krawedz podstawy ma dtugosc¢ a, a wysokosé
wynosi H.

Zaznacz zdanie prawdziwe.

Tangens kata pomiedzy dtuzsza przekatng graniastostupa, a krawedzig boczna

- H
Wynosi 5-.

O

Tangens kata nachylenia krétszej przekatnej graniastostupa do podstawy wynosi

Q H3
3a °

Tangens kata pomiedzy dtuzsza przekatng graniastostupa, a krawedzig podstawy

. H
WYnosi .

Tangens kata pomiedzy dtuzsza przekatna graniastostupa, a krawedzig boczna

O o3

Wynosi <=




Cwiczenie 2 @)

Graniastostup ABCDIJK L jest prostopadtoscianem.

Uzupetnij zdania przeciggajac odpowiedzi w poprawne miejsca.

1. Sinus kata pomiedzy przekatng prostopadtoscianu, a krawedzig podstawy jest réwny

______________

______________

kata pomiedzy przekatng prostopadtoscianu, a krawedzig podstawy ’ ‘ ABLC ’

kata nachylenia przekatnej prostopadtoscianu do podstawy | | L KLC ’

kata, jaki przekatna graniastostupa tworzy z krawedzig boczna ’ ‘ LJCK ’




Cwiczenie 3

Graniastostup na rysunku jest prosty. Wiemy, ze cos a = % a dtugos¢ wysokosci
graniastostupa wynosi 4.

C

Oznacza to, ze (wybierz wszystkie prawidtowe odpowiedzi):

podstawy s3 tréjkatami prostokatnymi i kat prosty jest w wierzchotkach B i H
sin({BCA) = £

$ciana BCIH jest kwadratem

tangens kata jaki przekatna sciany BCI H tworzy z ptaszczyzng podstawy wynosi 1
tangens kata jaki przekatna sciany BCIH tworzy z krawedzig podstawy wynosi 1
$ciana ABHG jest kwadratem.

podstawy s3 trojkatami prostokatnymi i kat prosty jest w wierzchotkach Ai G

o o o o o 0O O 0O

cos B = %






Cwiczenie 4

Graniastostup na rysunku jest szescianem.

Dla ktorego kata cosinus ma najmniejszg wartos¢? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O B

O 6

O «

O

Zaznacz poprawng odpowiedz. Takg samg miare maja katy:

() Wszystkie zaznaczone katy

() Tylkkoaip

O a,Biy

() Tylko~ip



Zaznacz poprawng odpowiedz. lle wynosi sinus kata a?

O O O
“[&

V2
O %
Cwiczenie 5

Kat nachylenia dtuzszej przekatnej graniastostupa prawidtowego szesciokatnego do podstawy
wynosi 30°, a dtugos¢ krawedzi bocznej jest rowna 4. Oblicz miare kata nachylenia krétszej
przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny podstawy.

Cwiczenie 6

Podstawg graniastostupa prostego jest trapez prostokatny jak na rysunku.

45°

Oblicz pole powierzchni tego graniastostupa, jezeli sinus kata pomiedzy przekgtnymi
najmniejszych $cian bocznych wychodzacymi z tego samego wierzchotka wynosi 0, 6.



Cwiczenie 7 @

Stosunek dtugosci krawedzi podstawy do krawedzi bocznej graniastostupa prawidtowego
czworokatnego wynosi 2 : 3. Oblicz kat nachylenia przekroju, ktérego bokami sg przekatne
dwéch sasiednich $cian bocznych wychodzacych z jednego wierzchotka do ptaszczyzny
podstawy.

Cwiczenie 8 @

Podstawa graniastostupa prostego jest trojkat jak na rysunku.

Q
[«2] ]
+
=

Oblicz wysoko$¢ tego graniastostupa, jezeli objeto$¢ wynosi 64. Przyjmij sin 105° =




Dla nauczyciela

Autor: Magdalena Wojciechowska-Rysiawa

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykorzystanie trygonometrii w zadaniach dotyczacych graniastoslupow
Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

X. Stereometria. Zakres podstawowy.

Uczen:

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy Scianami, oblicza miary tych katow;

5) okresla, jakg figurg jest dany przekrdéj prostopadtoscianu plaszczyzng;

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Zakres rozszerzony.
Uczen:

2) wyznacza przekroje szeScianu i ostrostupow prawidlowych oraz oblicza ich pola, takze
z wykorzystaniem trygonometrii.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii
« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

» przedstawia graficznie opisane graniastostupy



e rozpoznaje katy w graniastostupach

e rozpoznaje odcinki w graniastostupach

 oblicza objetos¢ i pole powierzchni graniastostupow z zastosowaniem twierdzen
dotyczacych trojkatow

 analizuje tres¢ zadania pod katem doboru strategii rozwigzywania

Strategie nauczania:
o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e burza moézgow
e rozmowa nauczajgca
o dyskusja

Formy pracy:

» praca calg klasg
e pracaw grupach

Srodki dydaktyczne:

» komputer z dostepem do Internetu, gtoSnikow i tablicy interaktywnejlub projektora
e materialy zawarte w e-podreczniku
« modele bryl

Przebieg lekcji
Przed lekcja

» Przed lekcja nauczyciel wybiera zadania zamkniete z poprzednich tematow
z e-podrecznika, ktore pomoga uczniom przypomnie¢ sobie podstawowe pojecia.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel organizuje quiz z zadan zamknietych z sekcji Sprawdz si¢ poprzednich
tematoéw e-podrecznika.
2. Uczniowie rozwigzujg w parach quiz przygotowany przez nauczyciela.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom przyktadowe zadania z sekcji ,Przeczytaj” dotyczace
zastosowania trygonometrii w graniastostupach.

2. Nauczyciel dzieli uczniéw na 6 grup. Kazda z grup opracowuje zamkniete zadania
z sekcji ,Sprawdz si¢” dotyczgce trygonometrii w graniastostupach.

3. Przedstawiciele grup przedstawiaja swoje propozycje rozwigzan.



4. Nauczyciel wraz z uczniami prowadzi dyskusje na temat rozwigzan.

5. Nauczyciel przedstawia uczniom animacje 3D dotyczgca zastosowania
graniastostupow.

6. Uczniowie samodzielnie rozwigzujga wybrane przez nauczyciela polecenia z sekcji
»~Animacja 3D” i zadania zawarte w sekcji ,Sprawdz si¢”.

7. Nauczyciel monitoruje prace uczniow, udziela im wskazowek.

8. Nauczyciel prezentuje poprawne rozwigzania.

Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie wraz z nauczycielem podsumowuja sposoby wykorzystania trygonometrii
w zadaniach dotyczgcych graniastostupow.
2. Nauczyciel dokonuje ewaluacji lekcji metoda kosza i walizki.

Praca domowa:

1. Zapoznac si¢ ponownie z animacjg 3D.
2. Wykona¢ pozostate zadania z sekciji ,Sprawdz sie”.

Materialy pomocnicze:

» Graniastostup prosty i jego wiasnosci. Zwigzki miarowe w graniastostupach
e Pole powierzchni graniastostupa
» Jednostki objetosci. Objetos¢ graniastostupa

Wskazowki metodyczne:

Jako wprowadzenie do tematu i przypomnienie wiadomosci dotyczgcych pola powierzchni
i objetosci graniastostupow mogg stuzy¢ materiaty z e-podrecznika wskazane wyzej.


https://epodreczniki.pl/a/graniastoslup-prosty-i-jego-wlasnosci-zwiazki-miarowe-w-graniastoslupach/D15i7qx9V
https://epodreczniki.pl/a/pole-powierzchni-graniastoslupa/D10ph7NcU
https://epodreczniki.pl/a/jednostki-objetosci-objetosc-graniastoslupa/DM74Fv96q

