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Zrédto: Wade Gan, dostepny w internecie: pexels.com, domena publiczna.

Czy dwie funkcje posiadajace takie same dziedziny sg zawsze funkcjami rownymi?
Czy funkcje posiadajgce takie same zbiory wartosci sg zawsze funkcjami rownymi?
Jakie warunki muszg by¢ spelnione, aby dwie funkcje byty rowne?

Czy sposob opisu funkcji ma wptyw na ich rownosc¢?

Odpowiedzi na te pytania znajdziesz w ponizszym materiale. Poznasz sposoby sprawdzania
rownosci funkcji oraz nauczysz si¢ uzasadniania rownosci funkcii.

Twoje cele

e Zbadasz rownos¢ dwoch funkcii.
o Sprawdzisz, czy dane funkcje sa rowne.

o Uzasadnisz rowno$¢ dwoch funkcii.



Przeczytaj

Definicja: Funkcje rowne

Funkcja f : X — Y jest rowna funkcji g : X — Y, gdy dla kazdego elementu z € X
spetniony jest warunek f(z) = g(x).

Rownos¢ funkeji f: X — Yig: X — Y mozemy zapisa¢ symbolicznie:
(f = 9) & Veex(f(z) = g(z)).

Zwrot ,dla kazdego” nazywamy kwantfikatorem ogélnym (duzym) i oznaczamy symbolem V

Analizujgc definicje funkcji rownych mozemy zauwazy¢, ze funkcje rowne spetniajg dwa
warunki.

Warunek 1.
Dziedziny obu funkciji sg takie same.

Warunek 2.
Dla tych samych argumentéw funkcje przyjmuja te same wartosci.

W jaki sposob mozemy sprawdzi¢ rownos¢ dwoch funkciji liczbowych? Pokazemy to na
kilku przyktadach. Bedziemy gtownie korzysta¢ z wykresow funkciji.

Przyktad 1

Funkcje f i g opisane sa za pomoca wykresow.
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Sprawdzimy, czy funkcje te sa rowne.
Rozwigzanie:

Sprawdzimy, czy spelniony jest pierwszy warunek réwnosci funkcji. W tym celu
wyznaczymy dziedziny obu funkcii.

Df - <_67 5>
D, = (—6, 5)
Dy # D,

Funkcje f i g maja rozne dziedziny.

Nie jest wigc spetniony pierwszy warunek rownosci funkciji.
Zatem funkcje fi g nie sa réwne.

Przyktad 2

Funkcja f opisana jest za pomoca zbioru par uporzadkowanych.
{(=3, 2), (=2, 3), (-1, 4), (0, 5), (1, 6)}.

Funkcja g opisana jest za pomoca tabelki.
x -3 —2 -1 0 1 2
g(x) 2 3 4 5 6 7

Sprawdzimy, czy te funkcje sa rowne.



Rozwigzanie:

Sprawdzimy, czy spelniony jest pierwszy warunek réwnosci funkcji. Porownamy
dziedziny obu funkciji.

Dy={-3, -2, —1,0, 1},

D,={-3, -2, —1,0,1, 2}.

Dy # Dy

Funkcje f i g maja rézne dziedziny.

Nie jest wiec speiniony pierwszy warunek rownosci funkcii.
Zatem funkcje fi g nie sa réwne.

Przyktad 3

Funkcja f opisana jest za pomoca wzoru.

f(x) =2+ 5 -2 gdyz € R.

Funkcja g opisana jest za pomoca wzoru.

g(x) =z + \/glﬁ,gdyzc eR.
Wykazemy, ze funkcje fi g sa rowne.

Rozwigzanie:

Aby wykazac¢, ze funkcje fi g sa réwne musimy udowodni¢ spetnienie obu warunkow
rownosci funkciji.

Warunek pierwszy jest spetniony, poniewaz dziedziny obu funkciji sg takie same.
Dy =RorazD, =R

D;=D,

Sprawdzamy, czy jest spetniony warunek drugi.

Przeksztalcimy wzor opisujacy funkcje g.
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Po usunieciu niewymierno$ci z mianownika okazalo sie, Zze wzory opisujace funkcje fig
sg identyczne.

Stad wniosek, ze dla dowolnego argumentu warto$ci funkcji fi g s jednakowe.
Zatem funkcje fi g sq rowne.

Przyktad 4

Zbadamy, czy funkcje f(z) = % i g(x) = 5 sarowne.

Naszkicujemy wykresy tych funkcji i porownamy je.

Rozwiazanie:

Okres$limy dziedziny tych funkcii.

Dy =R\ {3}

D,=R

Zauwazamy, ze Dy # D,

Stad wniosek, ze funkcje f i g nie sa réwne.

Wzor funkcji f mozemy zapisa¢ w prostszej postaci: f(z) = 5, gdyx € R\ {3}.
Stad wniosek, ze funkcja f dla kazdego x € R\ {3} przyjmuje wartos¢ 5.
Funkcja g przyjmuje wartos¢ 5 dla z € R.

Naszkicujemy wykresy obu funkcii.
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Analizujgc wykresy funkcji f i g mozemy zauwazy¢, ze roznig sie one jednym punktem.
Stad wniosek, ze funkcje f i g nie sa réwne.
Przyktad 5

Wykazemy, korzystajgc z definicji, ze funkcje fi g sq rowne.

_ _ 224 _ 1
f(@) = i 9(@) = 57
Rozwigzanie:

Wyznaczymy dziedziny obu funkcij.

Funkcja f - zapiszemy wyrazenie znajdujace si¢ w mianowniku wzoru funkcji w postaci
iloczynowe;j.

Skorzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat roznicy dwoch wyrazen.
(@) = o

Mianownik utamka musi by¢ liczba r6zng od zera. Zapisujemy to w nastepujgcej postaci:
2r—4#0&2x 4 x#£2

Stad Dy = R\ {2}.

Po skroceniu wzor funkcji f ma postac:

f(@) = 5ig. gdye € R\ {2},

Dziedzing funkcii g jest zbior:

D, =R\ {2}.

Mozemy zauwazyc¢, ze speiniony jest pierwszy warunek rownosci funkciji:

D; = D,.

Sprawdzimy, czy spetniony jest drugi warunek rownosci funkciji.

Po przeksztalceniu wzoru funkcji f otrzymaliémy wyrazenie algebraiczne, ktore jest
identyczne jak wzor funkciji g.

Okazalo si¢, ze wzory funkcji fi g sa identyczne.
Stad wynika, ze dla dowolnego argumentu wartosci funkcji f i g sa jednakowe.

Funkcje fi g sa rowne.



Przyktad 6

Wykazemy, ze funkcje f i g nie sa rowne, jesli:

a) f(a) = 5%, g(a) = 252,

b) f(z) = 12 g(z) = 1.

Rozwigzanie:

Ad. a). Wyznaczymy dziedziny obu funkciji.

Dziedzina funkciji f.

Mianownik utamka musi by¢ liczbg r6zng od zera.
Zapisujemy to w nastepujacej postaci:

r—2#0& x #2

Zatem Dy = R\ {2}.

Dziedzina funkciji g.

Mianownik utamka musi by¢ liczbg r6zng od zera.
Zapisujemy to w sposOb nastepujacy:
4-2x#40<=2-2-2)#0=2—zc 40 #2
Zatem Dy = R\ {2}.

Mozemy zauwazyc¢, ze speiniony jest pierwszy warunek rownosci funkciji.
D; = D,.

Sprawdzimy, czy spetniony jest warunek drugi. W tym celu przeksztalcimy
tozsamos$ciowo wzory opisujace obie funkcje.

fla) = o2 = 2022 _ 4 gdyz e R\ {2}

2x(x—2 2x(x—2
g(z) = 4(_2m) = _2.((96_2)) = —z,gdyx € R\ {2}

Aby wykaza¢, ze funkcje fi g nie sa réwne wystarczy znalez¢ jeden argument, dla
ktorego wartosci funkciji sg rozne. Np. x = 3.

f(3) =3,

9(3) = -3.



Zatem funkcje f i g nie sa réwne.

Ad. b). Wyznaczymy dziedziny obu funkciji.
Dziedzina funkciji f.

Mianownik utamka musi by¢ liczba r6zng od zera.
x#0

Zatem Dy = R\ {0}.

Dziedzina funkciji g.

Funkcja g przyjmuje wartos¢ 1 dlax € R.

Zatem Dy = R.

Dziedziny obu funkciji sg rozne, czyli nie spetniony jest warunek pierwszy.
Funkcje fi g nie sg rowne.

Wazne!

1. Funkcje sa rowne wtedy, gdy majg takie same dziedziny i dla kazdego argumentu
nalezgcego do tej dziedziny wartosci funkcji s rowne.
2. Funkcje nie s3 rowne wtedy gdy maja rozne dziedziny lub dla co najmniejjednego

argumentu nalezgcego do dziedziny majg rozne wartosci.

Stownik
funkcje rowne

funkcje, ktore majg takg sama dziedzine i dla kazdego argumentu nalezgcego do tej
dziedziny wartosci funkcji sg rowne



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj uwaznie przyktady przedstawione w animacji. Sproébuj najpierw samodzielnie
rozwigzac podane przyktady, nastepnie poréwnaj swoje rozwigzania z tymi, ktore sg

przedstawione w animacji.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DXgsLp5y

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej rownosci funkcii.

Po przeanalizowaniu materiatu przedstawionego w animacji wykonaj samodzielnie
ponizsze polecenia.

Polecenie 2

Sprawdz, czy funkcje f i g sa réwne.

f@) = ¢/ (e—4)" edyz € {3, —2, 1, 2},
g(z)=z—4,gdyz € {-3, —2, 1, 2}.
Polecenie 3

Wykaz, ze funkcje f i g nie sa réwne.

flz) = \/(33} —7)% gdyz <0,

g(x) =3x —7,gdyx < 0.


https://zpe.gov.pl/a/DXgsLp5y

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ () @

Cwiczenie 1
Cwiczenie 2

Niech X = {-2, —1, 0, 3, 4}, f(z) = 2 — z? dlaz € X oraz niech g bedzie funkcja
okreslong na X za pomocg tabelki

w|—2|—1|0| 3 | 4

yl—2|1[2]-7][-18

Czy funkcje f i g sa rowne?

() Tak

() Nie

Cwiczenie 3

Zaznacz pary rownych funkcji fi g.

) f(z) =2z — 1], g(z) = V4a? — 4z + 1

() f(z) =222, g(z) ==
) f(z)=3—-+Va2, glz) =3—=

[ f(z) =2, g(z) =sgnx




Cwiczenie 4

Dla jakiej wartosci parametru a funkcje
_Ja, jesliz #0. B

sq rowne?

() a=-1
() a=0

() a=1

Cwiczenie 5

Dla jakiej wartosci parametru a funkcje
21 edli 1

flx) =< =717 jesliz 7 iglx)=ax*+z+1
a, jesliz =1

sq rowne?

o o O O
[



Cwiczenie 6

Wskaz liczby, dla ktérych wartosci funkgji
|m2—2a:| . 1.
f(w)—{ o e A0 g) — 5 -2

2, jesliz =0
sq rézne.

O o O d

(] -1
Cwiczenie 7
Wskaz liczby, dla ktorych wartosci funkcji
=1 . .. B
f(z) = {—2—$ —, jesliz ¢ {1, 1} i g(x) =sgn (z* — 1)

2, jesliz € {—1, 1}
sg rozne.

(] 0
(] 1

(] 2



Cwiczenie 8

Potacz w pary rowne funkcje fi g.

f(z) =2®>—-6z+9
fe)= (Ve —3)

f(z) =va?—6x+9

g9(z) = |z — 3|
g9(z) = |z — 3

g(z)=2z—-3, z € (3, +o0)



Dla nauczyciela

Autor: Anna Jezewska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownos$¢ funkcji

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje. Zakres podstawowy.

Uczen:

2) oblicza warto$¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

e bada rownos¢ dwoch funkcji
o sprawdza, czy dane funkcje sg rowne
» uzasadnia rownos¢ dwoch funkciji

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

» rybi szkielet
o dyskusja

Formy pracy:



praca indywidualna

praca w parach

praca w grupach

praca catego zespotu klasowego
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele lekcji oraz ustala z uczniami kryteria osiggniecia
sukcesu.

2. Uczniowie tworza rybi szkielet przedstawiajacy sposoby wyznaczania dziedziny funkcji
opisanej za pomocg wykresu, zbioru par uporzadkowanych, tabelki oraz wzoru.

3. Po zakonczonej pracy umieszczajg swoje przemyslenia w widocznym miejscu w sali
lekcyjne;j.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie samodzielnie analizuja przyktady zamieszczone w sekcji ,Przeczytaj”

2. Po uplywie wyznaczonego czasu 1aczg si¢ w pary i porownujg uzyskane informacije.
Nastepnie, podzieleni na dwie grupy poszukuja odpowiedzi na pytania postawione
w sekcji ,Wprowadzenie” Wnioski przedstawiajg na forum klasy.

3. Uczniowie ogladaja animacje przedstawiajacq przyklady sposobow okreslania rownosci
funkciji i rozwigzujg samodzielnie wskazane polecenia.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 1 - 4 i wspolnie omawiajg odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jeden z uczniow podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazujgc na mocne i stabe strony pracy uczniow.
3. Nauczyciel ocenia indywidualng prace i zaangazowanie poszczeg6lnych uczniow.

Praca domowa:

1. Uczniowie rozwigzuja w domu ¢wiczenia 5- 8.
2. Zadanie dla chetnych:
Zbadaj, czy funkcje f i g s rowne.

f(z) =vz2 - 10z + 25ig(x) = (\/33——5)2




Materialy pomocnicze:
Definicja funkcji. Sposoby przedstawiania funkcji
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzysta¢ animacje na zajeciach podsumowujgcych wiadomosci
o funkcjach.
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