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Dziatania na ciggach zbieznych

l
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Zrédto: Thomas Tucker, dostepny w internecie: unplash.com, domena publiczna.

Ciag posiadajgcy granice, ktora jest liczba rzeczywistg nazywamy ciggiem zbieznym. W tym
temacie zajmiemy si¢ zagadnieniem arytmetyki granic ciggow zbieznych. W szczegodlnosci
sprawdzimy czy jesli dodamy do siebie dwa ciagi zbiezne, to uzyskany w ten sposob ciag tez
bedzie zbiezny. Jesli tak to jaka bedzie jego granica? Zajmiemy si¢ tez miedzy innymi
roznicg, iloczynem oraz ilorazem dwoch ciggow zbieznych oraz podamy przykiady
ilustrujgce wykorzystanie tych zagadanien do obliczania granic ciggow.

Twoje cele

» Dowiesz si¢ kiedy suma, roznica, iloczyn i iloraz ciaggéw zbieznych jest ciggiem
zbieznym.

e Obliczysz granice sumy, roznicy, iloczynu oraz ilorazu dwoch ciggoéw zbieznych.

» Poznasz zasady dzialan na granicach ciaggow zbieznych.




Przeczytaj

Suma i réznica ciggoéw zbieznych
Twierdzenie: Suma i réznica ciagéw zbieznych
Jezeli ciggi (ay,) i (b,) sg zbiezne oraz

lim a, =a lim b, =b,
n—-+00 n—-+00

to suma oraz roznica tych ciggow jest rowniez ciggiem zbieznym oraz

lim (an+0b,) =a+b

n—-+00

B, (On =B} =@ =b

Przyktad 1

Obliczymy granice ciggu o wyrazie ogolnym

_ 2n+1
nT— n
Mamy
lim 22 = lim (22 + 1) =1lim (2+ &)
n—+oo T n—4oo \ 1 n n—-+00 n

Poniewaz ciagi a,, = 2 oraz b,, = % sa zbiezne a ich granice sa rowne odpowiednio 21i 0
wiec

lim 22t — 2.4 0=2.

n“too M
Przyktad 2
Obliczymy granice ciggu o wyrazie ogolnym
an =3 —1/5

Poniewaz granica ciggu o wyrazie ogélnym a, = {/a dla kazdej dodatniejliczby
rzeczywistej a jest rowna 1 wiec

lim (\"/5—\"/5):1—1:0.

n—-+o0o

lloczyn ciggow zbieznych



Twierdzenie: lloczyn ciaggéw zbieznych
Jezeli ciggi (ay,) i (b,) sg zbiezne oraz

lim a, =a lim b, =b,
n—-+o0o n—-+o0o

to iloczyn tych ciggow jest rowniez ciggiem zbieznym oraz

L (an - bn) =a-b

Przyktad 3
Obliczymy granice ciggu o wyrazie ogolnym
a, =n(3-2).

Poniewaz nglfoo {/n =1oraz nEIJIrlOO (3 n) 3 — 0 = 3 wigc z powyzszego

twierdzenia otrzymujemy

lim {/n(3—2)=1-3=3.

n—-+0o0o

Wiasnos¢: lloczyn ciggu ograniczonego i zbieznego do zera

Jezeli lim a, = 0 natomiast ciag (b,) jest ograniczony, to
n—+00

lim a,-b, =0.
n—-+00

Przyktad 4

Obliczymy granice ciggu

sin(2n+1)

a, — oy

Poniewaz cigg b,, =sin (2n + 1) jest ograniczony (wynika to z faktu, ze zbior wartosci
funkciji sinus jest ograniczony) oraz granica ciggu a,, = % jest rowna 0 wiec z powyzszej
wlasno$ci mamy

lim S22 — )i L.gin (2n+1) =0
n—+o00 n n—+oo M

Wiasnos¢: lloczyn ciggu przez liczbe

Jesli lim a, = a orazc € R, to
n—-+o0o

lim (¢c-a,)=c lim a,=c-a.
n%+oo( n) n—-+oo n

Przyktad 5



Obliczymy granice ciggu o wyrazie ogolnym
a, = 7I/n

Poniewaz ligrl {/n = 1, wiec z powyzszej whasno$ci mamy
n—-+oo

lim 7¢/n="7 lim Yn=7-1="T1.

n—-+00 n—-+o0o

lloraz ciggéw zbieznych
Twierdzenie: lloraz ciaggéw zbieznych
Jezeli ciggi (ay,) i (b,) sg zbiezne, przy czym b,, # 0 dla kazdego n € N oraz

lim a, =a lim b, =0b+#0,
n—-+0o0o n—-+0o0o

to iloraz tych ciggéw jest roOwniez ciggiem zbieznym oraz
i an ) — @
Jim () = 5
Przyktad 6
Obliczymy granice ciggu o wyrazie ogolnym

2n’4n—1
3n2+2

a, —

W celu obliczenia granicy ciggu bedacego ilorazem dwoch wielomianow, wyciggamy
w liczniku i mianowniku najwyzszg potege n przed nawias.

2 11 1 1
m2in—1 " (2+n n2) . 2+F_n_2
2 - - 2
3n2+2 n2(3+n_22> 3+
Poniewaz
lim 2+1-34)=240+0=2
n——+00 ( n n2)
oraz
lim (3+2)=3+0=
n——-+00 ( ”2)
wiec
. 2n’4n—1 2
n1—1>I—I|-100 3n?+42 3

Przyktad 7


javascript:void(0);

Obliczymy granice ciggu o wyrazie ogolnym

2n+5
n2+1 °

a, —

Podobnie jak w poprzednim przykladzie wyciggamy najwyzszg potege licznika
i mianownika przed nawias.

onys _ _m(49) 249 1 2y
T () (k) " g
Poniewaz
. 2+2
lim B % =2
n—+too l+—5
wiec
9 2+ -
lim 222 = lim [+ ) =0-2=
n=4oo Wl poteo \ M 145
Stowniczek

granica ciagu

liczba rzeczywista g taka, ze dla dowolnejliczby dodatniej € istnieje liczba naturalna N
taka, ze dla kazdejliczby naturalnejn > N zachodzi |a, — g| < €



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Ponizej znajduje sie galeria zdjec¢ interaktywnych, na ktérej przedstawiono w jaki sposéb
mozna obliczy¢ granice sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggdéw zbieznych. Zapoznaj sie
Z przedstawionymi w niej przyktadami a nastepnie wykonaj zamieszczone pod nig

polecenia.

Polecenie 2
Korzystajac z twierdzen o dziataniach arytmetycznych na ciggach zbieznych, obliczy¢

granice

lim (5% - 3%)

n—-+0o00

Polecenie 3

Korzystajac z twierdzen o dziataniach arytmetycznych na ciggach zbieznych, obliczy¢

granice




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

Cwiczenie 8




Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dzialania na ciggach zbieznych

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciggi

Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:

. . . , . . . , 1 . . ,

1. oblicza granice ciggow, korzystajgc z granic ciggow typu -, {/a oraz twierdzen
o granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggoéw zbieznych, a takze twierdzenia
o trzech ciggach;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

« znatwierdzenie o sumie, rozicy, iloczynie oraz ilorazie ciggoéw zbieznych
 stosuje twierdzenie o sumie, rozicy, iloczynie oraz ilorazie ciggdow zbieznych do
obliczania granic ciggow zbieznych

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;
 analiza materiatu zrodtowego (poréwnawcza);



 dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj.
Faza wstepna:

1. Przedstawienie uczniom tematu: ,Dziatania na ciggach zbieznych” oraz celow lekcii,
a nastepnie okreslenie kryteriow sukcesu.
2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wyswietla zawartoSc¢ sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych”, wybrany uczen
czyta treS¢ polecenia nr 1 ,Ponizej znajduje sie galeria zdje¢ interaktywnych, na ktorej
przedstawiono w jaki sposob mozna obliczy¢ granice sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu
ciggow zbieznych. Zapoznaj sie z przedstawionymi w niej przykladami a nastepnie
wykonaj zamieszczone pod nig polecenia.. Po zaznajomieniu si¢ z treSciami nauczyciel
komentuje, i w razie potrzeby wyjasnia, najwazniejsze etapy realizacji polecenia.

2. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen
omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

3. Kolejne ¢wiczenia (numer 3, 4 i 5) uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultuja
swoje rozwigzania z inng para uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.



2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzania ¢wiczen w temacie: ,Dziatania na
ciggach zbieznych”.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:
Wiasnosci ciggoéw zbieznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna wykorzystac¢ jako materiat
stuzgcy powtorzeniu materiatu w temacie ,Dziatania na ciggach zbieznych”.


https://epodreczniki.pl/b/wlasnosci-ciagow-zbieznych/P13zT4X9A

