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Twierdzenia z trygonometrii byly znane starozytnym Grekom, jednak w postaci
odpowiednikow operujacych dtugosciami tukow i cigciw, a nie miarami katow i stosunkami
bokow w trojkacie. Juz w VII wieku Bhaskara I stworzyt wzor pozwalajacy na przyblizone
obliczanie sinusa dla kata ostrego bez tablic. W trakcie lekcji omowimy i zastosujemy
zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi dla tego samego kata ostrego.

Twoje cele

e Przypomnisz sobie definicje funkcji trygonometrycznych.

e Wyznaczysz wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata.

o Wykorzystasz zwigzki migedzy funkcjami trygonometrycznymi do przedstawienia
wyrazen zawierajgcych funkcje trygonometryczne w prostszej postaci.




Przeczytaj

Juz wiesz

» Sinusem kata ostrego o nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnejlezace;
naprzeciwko tego kata do dtugosci przeciwprostokatne;j.

» Cosinusem kata ostrego o nazywamy stosunek dlugosci przyprostokatnejlezacej
przy tym kacie do dtugosci przeciwprostokatne;.

» Tangensem kata ostrego a nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnejlezacej
naprzeciwko tego kata do dtugosci przyprostokatnejlezgcej przy tym kacie.

Z powyzszych definicji mamy, ze:

i —a
sina = -
— b
cosa = -
__a
tga = ¢

Wazne!
Warto$¢ drugiego kata ostrego w podanym tréjkacie wynosi 90° — . Zatem:

sin(90° — ) =

oo

cos(90° —a) = 4
tg(90° — a) = 2

a

Porownujac z powyzszymi zaleznoS$ciami, mamy nastepujgce wzory:




sin(90° — a) = cos
cos(90° — a) = sina

tg(90° — a) = -

tg o
Przyktad 1
. sz 8in20°4cos 70° . f A sin20°+sin20° _ 2sin20° _
Rownosc¢ T osT0° mozemy zaplsac JakO —sin20° = “em20° — 2
Przyktad 2
Wyrazenie

(1 —5sin(90° — a))(1 4 sin(90° — «))

po przeksztalceniu wynosi

2

2 a = sin® a.

(1—cosa)(l+cosa)=1— cos
Twierdzenie: Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego
Dla dowolnego kata ostrego a zachodzg nastepujgce zaleznoSci:

a) sin? a + cos? a = 1 (jedynka trygonometryczna),

b) tgo = 2

Dowad

. o et @& _ b
a) Z rysunku mozemy odczytac, ze: sina = < oraz cosa = .

Zatem mamy:

no

sin2a+cos2a:(%)2+(%)2:%+2_§:az_+2bz:c_2:1.



a

b) Z rysunku odczytujemy, ze tga = 3.
Z definicji sinusa oraz cosinusa kgta o mamy, ze:

Wazne!

Z powyzszego twierdzenia mamy zaleznosc:

1 _ cosa
tga sin

Przyktad 3

Wyznaczymy wartosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego a, jezeli wiadomo, ze
cos(90° — a) = 1.
Z zaleznoSci w trojkacie prostokatnym mamy, ze cos(90° — @) = sin o, zatem sina = .

Po podstawieniu do jedynki trygonometrycznej mamy, ze (%)2 +cos’a = 1.

: . 2 _ 15 _ V15 _ V15
Otrzymujemy, ze cos” a = {¢, zatem cos = -~ lubcosa = — =
. oo : _ /15
Poniewaz a jest kgtem ostrym, wiec cosa = ~—.
1
__ sina % 1 415
Zatemtga = oo = = = = =

T
Przyktad 4

Upro$cimy wyrazenie (L + ;) tg o

sin cos

Stosujac zaleznosci pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi mamy, ze:

( 1 T 1 )t a = sin2a+cos2at a = 1 . Ssina __ 1
sin « cos « g sin v cos a0 g sin o cos « cos cos2a *

Przyktad 5
Wyznaczymy warto$¢ wyrazenia cos a tg o, jezeli cos a = % oraz « jest katem ostrym.

sin
cos «

Po przeksztalceniu wyrazenie cos a tg « jest postaci cosatga = cosa = sina.

Warto$¢ sin a wyznaczymy z jedynki trygonometryczne;j.
2
Zatem mamy: sin” o + (@) =1

2

“I%

Z obliczen mamy, ze sin” o = %, wiec sina = 4 lubsina = —



Poniewaz « jest katem ostrym, zatem sin o = 4

. o . T
Szukana warto$¢ wyrazenia wynosi ~3-.
Przyktad 6
Czy istnieje kat ostry «, dla ktorego tga = @ 0raz cos o = %?

W celu sprawdzenia, czy istnieje taki kat, wyznaczymy wartoSc¢ sin «, a nastepnie
wykorzystamy jedynke trygonometryczna.

sin

Zatem mamy: tga = - o .

V2 sin

Podstawiajgc, otrzymujemy rownanie: ~3- = I wiec sina = %

2

Sprawdzamy, czy zachodzi réwnoéé sin? o + cos? a = 1.

-\ 2
Po podstawieniu mamy: (%) + (%)2 — % + 1_16 _ % £1.

Zatem nie istnieje taki kat.

Stownik

jedynka trygonometryczna

2

sina+cos?a =1
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Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografikg i wykonaj ponizsze polecenie.

Jak inaczej mozna udowodni¢ wzoér na jedynke trygonometryczng?

Y

(cos#; sind)

:c2—|—y2=1

cos26 + sin20 = 1

(LOX  |sind|? + |cosf|? = 17

sin20 + cos?0 = 1

cos26 + sin20 = 1

LOX  |sind|? + |cosf|? = 17

sin20 + cos?0 = 1

1. {audio}W prostokatnym ukladzie wspoirzednych narysujmy okrag o promieniu 1
i zastosujmy twierdzenie Pitagorasa dla wspotrzednych punktu (z, y) lezacego na okregu
jednostkowym z? + 3% = 1.



Polecenie 2

Na podstawie zdobytych wiadomosci wykonaj zadania:

1

a) upro$¢ wyrazenie tg o + e

b) wyznacz wartosci funkcji sin a oraz cos o kata ostrego a, jezeli tg a = 3.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Wstaw odpowiednie liczby, jezeli wiadomo, ze kat « jest ostry.

Jezelisina = 5%, tocosa = oraztga =
V14 V7 V14
2 3 7

Cwiczenie 2
(1—cos a)(1+cos @)

Wyrazenie T

jest réwne:

O tga

O tg’a

1
O tgza

Cwiczenie 3

Potacz w pary wartosci funkcji trygonometrycznych tego samego kata ostrego a:

cosoz:%?}_‘3 tgaz%
simozzlioO tga:%
sinaz% tga =1
cosa:% tga =2



Cwiczenie 4

Uporzadkuj rosnaco wartosci wyrazen dla o = 30°:

tga - cosa

114

sin
tga

114

sin“ «
cos?a

214

sin? o + cos? o

114

Cwiczenie 5

. (sin2 8° +sin® 82 ) cos40° . ,
zeni — :
Wyrazenie ) est rowne

() cos40°
O sin50°

O 1

Cwiczenie 6

Czy istnieje kat ostry a, dla ktérego cos(90° — o) = % orazcosa =

o=

() TAK

O NIE

Cwiczenie 7 @
Wyrazenie (1 — sin(90° — a) cos a)(1 + sin(90° — a) cos a) dla a = 60° wynosi:

O 7

O

NSt



Cwiczenie 8 @
Utéz w odpowiedniej kolejnosci etapy wyznaczenia wartosci cos «;, jezeli kat « jest ostry oraz
tga = 2:

sina = 2cosa =
5cos?a =1 =
cosa:@ =
4cos’ a+cosla =1 $
sna _ 9 =

cosa

cosla =1 s



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata ostrego
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

2

sina .

, )
4) korzysta z wzorow sin” a + cos Py

a=1tga =
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» dowodzi zaleznosci, ktore wystepuja pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi tego
samego kata ostrego;

 stosuje zwigzki miedzy sinusem, cosinusem oraz tangensem tego samego kata do
rozwigzywania problemow w trygonometrii;

e wyznacza inne zalezno$ci na podstawie znanych mu wzorow z trygonometrii.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e zuzyciem e-podrecznika;



rozmowa nauczajgca w oparciu o tresci zawarte w sekciji ,Infografika” i ¢wiczenia
interaktywne;
objasnienie nowej wiedzy.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
e-podrecznik;

komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zaje¢: ,Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego

samego kata ostrego” oraz wspolne z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna

osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$s wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢

. Nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z tre$cig materiatu w sekcji ,,Infografika”.

z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

”

Nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen

omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

4. W kolejnym kroku uczniowie realizujg w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu

porownujg otrzymane wyniki z inng para.

. Uczniowie rozwiazuja indywidualnie ¢wiczenia nr 6, 7i 8. Nauczyciel sprawdza

poprawnos$¢ wykonanych, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza realizacyjna:



1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci. Nauczyciel
prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z treScia materialu w sekciji ,Infografika” Nastepnie na
forum klasy wspolnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen
omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

3. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
poréwnujg otrzymane wyniki z inng para.

4. Uczniowie rozwiazuja indywidualnie ¢wiczenia nr 6, 7i 8. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,

udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.
Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
 Sinus, cosinus i tangens kata ostrego
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,, Infografika” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,,Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego
samego kata ostrego”.
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