Okreslanie okresu funkcji na podstawie wykresu
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Okreslanie okresu funkcji na podstawie wykresu
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Zrodto: dostepny w internecie: NomeVisualizzato z Pixabay, domena publiczna.

W matematyce mamy do czynienia z funkcjami, ktoérych wiasnosci wystepuja w sposob
cykliczny, co odzwierciedlaja wykresy tych funkciji, sktadajace si¢ z powtarzajacych sie
identycznych fragmentow. Tak, jak wykres jednego z powszechnie wykonywanych badan
lekarskich, jakim jest elektrokardiogram pokazujacy rytm pracy serca.

Prawidtowa czynno$¢ serca
Zrédto: Andrewmeyerson, dostepny w internecie: Wikimedia, licencja: CC BY-SA 3.0.

Twoje cele

e Rozpoznasz na podstawie wykresu funkcje okresowa.
» Ustalisz okres funkcji na podstawie jej wykresu.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Normal_Sinus_Rhythm_Unlabeled.jpg
https://pixabay.com/pl/users/nomevisualizzato-9517909/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=4764733
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=4764733

Przeczytaj

Definicja: funkcja okresowa

Funkcje f : D — R okreslong w zbiorze D nazywamy okresow3, jezeli istnieje taka liczba
T > 0 (zwana okresem funkciji), ze dla kazdego z € D, liczbax + T € D oraz zachodzi
rownos¢

f(@) = f(z+T)

Jesli T jest okresem, to rowniez kazda naturalna dodatnia wielokrotnos¢ liczby 71" jest
okresem funkcji.

Najmniejsza liczbe dodatnig T spelniajgca warunek definicji nazywamy okresem
podstawowym funkcji.

Zatem wartosci funkcji okresowej powtarzaja si¢ w ustalonym ,,odstepie”, ktory nazywamy
okresem i symbolicznie oznaczamy T'.

Na podstawie wykresu lub tabeli warto$ci funkcji okresowej mozemy ustali¢ w jakim
odstepie powtarzaja si¢ warto$ci funkcji, w ten sposob ustalamy okres danej funkciji.

Przyktad 1

Rozwazmy nastepujaca sytuacje. Dzien 1 czerwca 2021 roku wypada we wtorek.
OkresSlamy nastepujace przyporzadkowanie: kolejnym dniom czerwca
przyporzadkowujemy numer kolejny dnia tygodnia, poniedziatek - 1, wtorek - 2, Sroda -
3 itd. Przedstawimy te dane w tabelce czesciowejoraz na wykresie.
Przyporzadkowanie kolejnym dniom czerwca dni tygodnia
kolejny
dzien

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
czerwca

2021

numer
dnia 2 3 4 5 6 7 1, 2 3 4 5 6 7 1 2
tygodnia
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Ustalimy, czy tak okreslona funkcja jest okresowa.
Rozwigzanie:

Na podstawie tabeli ustalamy, ze np. wtorki wypadaja 1, 8, 15, 22 i 29 dnia miesigca, czyli
co siedem dni. Jednak tak okreslona funkcja nie jest okresowa, bo na przyktad liczba 28
nalezy do dziedziny funkciji, ale liczba 28+7=35 nie nalezy do dziedziny funkciji.

Przyktad 2

Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji okresowej f. Ustalimy dlugo$c¢
okresu tej funkcii.

Y
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Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze f(2) = f(7) = f(12) = f(17) = —2.

Widzimy, ze wartosci tej funkcji powtarzajg si¢ w odstepie co 5 argumentow, zatem
spetniony jest warunek z definicji funkcji okresowej f(z) = f(x + 5), co oznacza, ze
liczba 5 jest okresem podstawowym tej funkcji, co zapisujemy 1" = 5.

Przyktad 3



Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji okresowej f. Ustalimy dtugo$¢
okresu tej funkciji.

4% it///}////g

Rozwigzanie:

Na wykresie mamy przyklad funkcji okresowej, ktorej wartoSci powtarzajg sie, gdy
argument funkcji wzrasta o 1 jednostke. Spetniony jest zatem warunek z definicji funkcii
okresowej f(x) = f(x + 1), stad wniosek, ze okres podstawowy tej funkcji wynosi T' = 1.

Przyktad 4

Rozwazmy funkcje okresowa g(z) = cos(z). Ustalimy dtugo$¢ okresu tej funkcii.

~Y

N\
TN N

A= (m —1) L= 2 B= (37r; —1)

Rozwigzanie:

Wykres przedstawia funkcje, ktorej wartosci powtarzajg sie, gdy argument funkcji
wzrasta o 27 jednostek. Spetniony jest zatem warunek z definicji funkcji okresowe;
f(m) = f(m + 2m), co oznacza, ze okres podstawowy tej funkcji wynosi T' = 2.

Okres funkcji ustalamy wyznaczajgc odlegto$¢ miedzy punktami A oraz B, w ktérych
funkcja osigga lokalnie minimalng wartosc.

Takie punkty wystepuja w regularnych powtorzeniach co 2.

Przyktad 5



Wezmy pod uwage wykres funkcji f(z) = sin(% ). Ustalimy dtugo$¢ okresu
podstawowego tej funkcii.

v
A= (7"-7 1)

Rozwigzanie:

W tym przypadku okres funkcji ustalamy wyznaczajac odlegtos¢ miedzy punktami A oraz
B, w ktorych funkcija osigga maksymalng warto$c.

Takie punkty wystepuja w regularnych powtorzeniach, gdy argument wzrasta lub maleje
o 4.

Okresem podstawowym jest wiec liczba T = 4.
Wazne!
Funkcje okresowe:

o funkcja stala f(x) = cjest funkcja okresows, ale nie ma okresu podstawowego, bo
kazda liczba dodatnia moze by¢ jej okresem,

 funkcje trygonometryczne: sinus, cosinus, tangens,

» okres podstawowy funkcji sinus oraz cosinus wynosi T' = 2,

o okres podstawowy funkcji tangens wynosi 1' = T,

o okres podstawowy funkcji f(z) = sin(bz) oraz f(x) = cos(bx) wynosi T' = 2—;, gdy
b+#0.

Stownik

funkcja okresowa

funkcja, ktorej wartoSci powtarzajg si¢ w ustalonym ,odstepie”. Odstep ten nazywamy
okresem i symbolicznie oznaczamy T’


javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);

funkcja stata

funkcja, ktora dla kazdego argumentu przyjmuje te samg wartos¢

okres podstawowy funkcji

najmniejsza liczba dodatnia 7' spelniajgca warunek definicji funkcji okresowe;j

flz+T) = f(z)



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z dynamicznym wykresem funkcji y = a cos(bx), zmieniajac wielko$¢ parametru
a na suwaku, ktory rozcigga wykres funkcji w pionie oraz parametru b na suwaku, ktory
rozcigga wykres funkcji w poziomie. Obserwuj, jak zmienia sie wykres oraz dtugos¢ okresu
funkcji g(x) utworzonej na bazie wykresu funkcji okresowej f(x) = cos(z).

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DdX3WDSBV
Polecenie 2

Na podstawie wykresu w symulacji dla a = 3 oraz b = 2 wyznacz okres funkcji
g(x) = 3 cos(2x).

Polecenie 3

Na podstawie wykresu w symulacji dlaa = —2 oraz b = —0, 5 sprawdz czy funkcja
g9(x) = —2sin(—0, 5z) jest okresowa.



https://zpe.gov.pl/a/DdX3WDSBV

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 o
Cwiczenie 2 o

Wsréd podanych funkcji okresowych wskaz funkcje, dla ktérej poprawnie okreslono dtugosé
okresu tej funkcji.

O f(x)=cosz, T =
O f(w):Sinx,T:%
O f(x) =cos(4z), T = T

O f(z) =3sin(22), T ==




Cwiczenie 3
Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji okresowej.

v A
4

Zaznacz poprawng odpowiedz.

() Dtugosé okresu podstawowego funkcji wynosi T' = 2.

() Dtugosé okresu podstawowego funkcji wynosi T' = 5.

() Dtugosé okresu podstawowego funkcji wynosi T' = 4.

() Dtugosé okresu podstawowego funkcji wynosi T' = 3.



Cwiczenie 4

Dla ponizszych zdan okresl wtasciwg ocene logiczng zdania, wybierajac prawde lub fatsz.

Zdanie Prawda Fatsz
Kazda liczba dodatnia moze
by¢ okresem funkcji statej. O O
Funkcja f(z) = 3sin(2z) O O
ma okres T' = 5.

Funkcja okreslona jako
reszta z dzielenia kazdej
liczby naturalnej przez 9 O O
jest okresowa, okresem tej
funkcji jest T' = 9.

Funkcja f(z) = tg(z) jest
okresowa i okres funkgji O O
wynosi T = .

Cwiczenie 5

Przeciagnij odpowiednie stowa, aby otrzymac¢ poprawne uzasadnienie wyznaczenia okresu
funkcji.

‘ argument ’ ‘ regularnych powtérzeniach ’ ‘ powtarzaja ’ ‘ 2 ’ ‘ f(m) = f(m+ 2m) ’

‘ wzrasta o 27 ’ ‘ T =2m ’ ‘ odlegtosé ’ ‘ Okres ’




Cwiczenie 6

Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji okresowej f. Okres podstawowy funkcji
T jest rowny 6. Uzupetnij wykres funkcji f w przedziale (4, 13).

Y
4




Cwiczenie 7 @

Mamy dany wykres funkcji f, ktéra kazdej liczbie catkowitej podzielnej przez dwa
przyporzadkowuje warto$¢ rowna (— 1), zas kazdej liczbie catkowitej, ktora nie jest podzielna
przez dwa przyporzadkowuje wartos¢ rowna 1.

5 4 3 2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 Y

Zaznacz zdanie nieprawdziwe.

() Wykres zawiera nieskonczenie wiele punktow.

() Funkcja jest okresowa.

() Dtugos¢ okresu podstawowego funkcji to T = 2.

() Dtugos¢ okresu podstawowego funkcji to T = 1.



Cwiczenie 8

@

Od 10 lat dokonywano pomiaru $redniej temperatury w miesigcu lipcu, kazdego roku, wyniki

pomiarow podaje tabela. Zaktadamy, ze takie wyniki nadal bedg sie powtarzaty. Na podstawie

tabelki okresl odpowiednia funkcje.

Pomiar sredniej temperatury w miesiagcu lipcu w danym roku

Kolejnyrok ' 2011 = 2012 @ 2013 @ 2014 2015 2016 | 2017 | 2018

Srednia
temperatura
w°'C

w lipcu

20 18 19 20 18 19 20 18

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Dtugosc¢ okresu podstawowego funkcji to T' = 3.

Dtugosc¢ okresu podstawowego funkcji to T = 10.

Zadna z podanych informacji nie jest prawda.

O o 0O 0O

Opisana funkcja jest okresowa.

2019 | 2

19



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Biernacka

Przedmiot: Matematyka

Temat: Okreslanie okresu funkcji na podstawie wykresu

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) okresla funkcije, jako jednoznaczne przyporzadkowanie za pomocg opisu stownego, tabeli,
wykresu, wzoru (takze réznymi wzorami na roznych przedziatach);

2) oblicza wartos$¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomocg tabel, wykresow,
wzorow itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego zrodta informacji lub
kilku zrodet jednoczesnie;

4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbior wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznos$ci, przedziaty, w ktorych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze)
lub mniejsze (nie wigksze) od danejliczby, najwieksze i najmniejsze wartosci funkciji (o ile
istniejg) w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla ktorych wartosci najwieksze
i najmniejsze sa przez funkcje przyjmowane.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) rysuje wykres funkcji y = |f(x)];
2) postuguje si¢ ztozeniami funkciji;

3) dowodzi monotonicznos$ci funkcji zadanej wzorem, jak w przyktadzie: wykaz, ze funkcja
f(z) = (x — 1)(x + 2) jest monotoniczna w przedziale (—oo, —2).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;



» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» definiuje funkcje okresowg;
e rozpoznaje na podstawie wykresu funkcje okresowg;
» ustala okres funkcji na podstawie wykresu.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e analiza przypadku;
o dyskusja.

Formy pracy:

e pracaw grupach;
e pracaindywidualna;
e praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer;

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel moze wykorzystac¢ element lekcji odwroconej polecajac, aby uczniowie
w ramach przygotowania do lekcji przypomnieli sobie wiadomosci dotyczgce funkciji
okresowe;.

2. Uczniowie w domu zapoznaja si¢ z materiatem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.



Faza realizacyjna:

. Nauczyciel prosi o przypomnienie definicji funkcji okresowe;.

. Uczniowie dzielg si¢ wiadomosSciami uzyskanymi w domu.

. Podziat klasy na grupy.

. Uczniowie pracuja w grupach metodg analizy przypadku, zapoznajac si¢ z symulacja

. Podczas pracy indywidualnej, uczniowie wykonuja polecenia umieszczone pod
symulacja interaktywng. Napotkane trudnos$ci wyjasniajg korzystajgc z pomocy
nauczyciela.

6. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne.

UL s W N -

Faza podsumowujaca:

1. Na podsumowanie lekcji nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczgce ¢wiczen.
Uczniowie wskazuja nauczycielowi, na jakie trudnosci natkneli si¢ rozwiazujac zadania.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest utozenie 3 zadan dotyczacych okresowosci funkcji sinus lub
cosinus i przestanie ich do kolezanki lub kolegi z klasy. Zadania nalezy rozwigzac,
korzystajgc z symulacji interaktywne;j.

Materialy pomocnicze:
Funkcja i jej wtasnoSci
Wskazowki metodyczne:

Symulacja interaktywna moze by¢ wykorzystana przy omawianiu wiasnosci funkciji sinus
1 cosinus.


https://zpe.gov.pl/a/funkcja-i-jej-wlasnosci-czesc-i/DAUPrY0kH

