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Zrédto: Miguel A. Padrifian, dostepny w internecie: www.pexels.com.

W tym materiale przypomnimy definicj¢ potegi o wykladniku wymiernym oraz zastosujemy
ja do rozwigzywania zadan 1gczacych potegi i pierwiastki. W omawianych przyktadach
przydadza nam si¢ zarowno wlasnosci potegowania jak i pierwiastkowania. Przy okazji
poznasz tez nowe wiasnosci pierwiastkowania, ktore wynikaja wprost z wlasnosci
potegowania.

Twoje cele

» Zastosujesz definicje potegi o wykladniku wymiernym.
» Zastosujesz wlasnosci pierwiastkowania.

» Zastosujesz wlasnosci potegowania.



Przeczytaj

Przypomnijmy najpierw definicje potegi o wyktadniku wymiernym.
Definicja: Potega o wyktadniku wymiernym

JeSli @ > 0 oraz k jest liczba catkowitg, za§ m liczba naturalng wieksza niz 1, to:

Przyktad 1

Zapiszemy w postaci jednej potegi wyrazenie \/ 5\/5\/5.

Z definicji potegi o wyktadniku wymiernym:

%:!5-(5-5%)%]%.

Z wtasnosci iloczynu poteg o tych samych podstawach:

[5. (5.55)%]% _ [5. (5%)%1%

Z wlasnos$ci potegowania potegi:

[5- (5%)%]% = (5- 5%)%.

Z wilasnosci iloczynu poteg o tych samych podstawach:

(51)! = ()"

Z wlasno$ci potegowania potegi:

(5%)7 — 5t

Polecenie zostato wykonane, ale uzyskane wyrazenie ponownie mozna bytoby zapisa¢ przy

pomocy pierwiastka korzystajgc z definicji potegi o wyktadniku wymiernym 55 = V/57.
Przyktad 2

Uproscimy wyrazenie vV 2v/2.

Z definicji potegi o wyktadniku wymiernym:




—

\%:[2-2%]1.

Z wiasnosci iloczynu poteg o tych samych podstawach:

] = ]

Z wlasnos$ci potegowania potegi:

1

[2%} R
Z definicji potegi o wyktadniku wymiernym:

27 = /2.

Przyktad 3
, . C 232-\/5-2*%
Uproscimy wyrazenie TR

Zamienimy najpierw pierwiastki na potegi

5
22.0/2.0°%F 2297278
415.%/2 415.9%

Liczbe 4'° mozemy przedstawi¢ jako potege o podstawie 2: 415 = (22)15 = 2215 = 230,

Zatem:
5 5
232.2%.2’6 . 232.2%.2’6
415.9% 930.9%

Mozemy teraz, korzystajac z wlasnosci ilorazu poteg o tych samych podstawach,
uproéci¢ iloraz liczb 232 i 23°, otrzymujac 2%

232.2%.2*% . 22.2712 .2*%
1

230-21'1'5 23

Do licznika powyzszego utamka zastosujemy wlasnos¢ iloczynu poteg o tych samych

podstawach:
92.9%.9°% . 92+3-% . 92+-% . 9% _ o1 % _ ﬁ
» = e

Pozostaje juz tylko zastosowac wtasnosc¢ ilorazu poteg o tych samych podstawach

o=

— 237 =27 = V16 = 2¢/2

NN
|| eforn

Zatem rozwazane wyrazenie ma warto$¢ rowna V2.
Przyktad 4



Rozwazymy wyrazenie nieskonczone \/ 2V 2v/ 2. ... Zauwazmy, ze jego wartosc jest
liczbg dodatnig i oznaczmy jego wartos¢ przez x:

m:\/2\/2\/r

Poniewaz wyrazenie po prawej stronie jest liczbg dodatnia, wiec mozemy obie strony
powyzszej rownosci podnies¢ do kwadratu otrzymujac

2 =2V2v2... (¥

Zauwazmy teraz, ze po prawej stronie ponownie pojawito si¢ poczatkowe wyrazenie

2/ 2v/2.. ., ktore oznaczylismy przez z. Zatem rownoé¢ (*) przyjmuje postaé
x? = 2z, co przeksztalca sie jak nastepuje:
2 — 22 =0
z(x—2)=0

Korzystajgc z wlasnosci iloczynu rownego zeru otrzymujemy, ze £ = 0 lubx — 2 = 0,
czyliz = 2.

Poniewaz z > 0, wiec \/2\/ 2V2... =2 =2.

W powyzszym przykladzie mamy do czynienia z wyrazeniem, ktore mozna zdefiniowac
rekurencyjnie.

Zauwazmy, ze wyrazenie nieskonczone 2\/ 24/ 2. .. tonic innego jak nieskonczona

sekwencja (ciag) liczb: v2, V2v2, V/ 2v/2v/2, 1/ 2v/ 222, . ..
Wprowadzmy oznaczenia a; = \/5, as =V 2\/5, as =\ 2V 2\/5, ay = \/2\/ 2V 2\/5,

Przy takich oznaczeniach mozemy zauwazy¢, ze dla dowolnejnaturalnej dodatniejliczby
n prawdziwa jest zaleznos¢ a, 1 = v/2a,, oraz a; = V2.

Ogolnie mowigc wzor rekurencyjny to taki, w ktorym kazdy wyraz, poza pierwszym, jest
uzalezniony od poprzednich.
Przyktad 5

Rozwazmy liczbe x = \/2 V3V 2v/3....



javascript:void(0);
javascript:void(0);

Po podniesieniu kazdej ze stron do kwadratu otrzymujemy rownoé¢ =2 = 21/ 3v/ 2v/3. . .,

w ktorej ponownie za wyrazenie \/2 \/ 3V 2+4/3... mozemy podstawic¢ z otrzymujac
rownosc¢ 2 = 2+/3z.

Po podniesieniu obu stron do kwadratu, otrzymujemy z* = 4 - 3z, czyli z* — 12z = 0, co
jest rownowazne z (z® — 12) = 0.

Poniewaz z jest liczbg dodatnig, wiec z3 = 12, czyli z = v/12.

Wyrazenie z powyzszego przyktadu rowniez mozna zdefiniowac¢ rekurencyjnie. W tym
przypadku zalezno$¢ wyglada nastepujgco:

a1 = V2V3, ans1 = vV 2/ 3an.

Przyktad 6

Wykazemy, ze jedli z = 31V22 iy = 32V213 oy = 9,/z.

Zatozenia: z = 34VZ2jy = 32V2+3,
Teza: y = 94/z.
Dowadd

Rozwazmy prawa strone tezy. Z definicji potegi o wyktadniku wymiernym mamy

9,z = 927.
1
Po podstawieniu danejwartosci z, otrzymujemy 927 =9- (34‘/§+2) .

Mozemy teraz skorzysta¢ z wlasnosci potegowania potegi
1
9. (34\/§+2) 2 _9. 3(4\@”)‘% _9.32V2+1

Zamienimy liczbe 9 na potege o podstawie 3 i skorzystamy z wiasnosci iloczynu poteg
o tych samych podstawach:

Q.32V2+1 _ 32, 32v2+1 _ g242v2+1 _ g33+2v2 _ y, co konczy dowod.

Ponizej zastosujemy wzor "§/a™™ = +/a™, ktory jest prawdziwy dla liczb a > 0,
k, m, n € N\ {0, 1}.
Przyktad 7
_ 2
Korzystajac ze wzoru (a + b)2 = a? + 2ab + b*, przeksztalcimy wyrazenie (\?’/ 2+ \3/3) .




(3498)" = (4)" 42935+ (38)" = 2200+ v

_ 2
Korzystajac ze wzoru (a — b)? = a2 — 2ab + b?, przeksztalcimy wyrazenie (\4/ 2 — \4/5) :

2

(V2-5) = (v2) —2-v2-¥5+ (V5) = (2F) —20T0 + (5%) =
=27 — 2910+ 57 = V2 — 2¢/10 + V5.

Przyktad 8

Korzystajgc ze wzoru (a + b)* = a® + 2ab + b, uproscimy wyrazenie

V5 4+ 2V/15 + /3.

VVE 2T Va= | (VE) 20T+ (v3) =/ (VB + ¥3) == 3+ ¥

Stownik
ciag

przyporzadkowanie pewnych obiektow kolejnym liczbom naturalnym dodatnim
rekurencja

odwotywanie si¢ definicji do samej siebie



Film samouczek

Polecenie 1

Przeanalizuj informacje zawarte w filmie samouczku.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dx9PvI5Gp

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejzwigzku pierwiastkowania z potegowaniem.

Polecenie 2


https://zpe.gov.pl/a/Dx9Pv95Gp

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Potacz w pary wyrazenia, ktére majg réwne wartosci.

V393
V/3v3
V3.3

V33
V/3v3
v V/3-4/3

733



Cwiczenie 2
Wskaz wyrazenia sobie réwne.
) v/5-¥/50raz¥/5
(] 3—% oraz v/5
(] 6—@ oraz v/5
(] ¥/5-v/5oraz/5
(] % oraz v/5
(] :—g oraz ¥/5
(] % oraz v/5
(] z—é oraz ¥/5
Cwiczenie 3

81.v/27

———=—=—— w postaci potegi liczby 3.
iais P POtee y

Zapisz wyrazenie




Cwiczenie 4

Zapisz wyrazenie \/3\/2 V 3V 2...w najprostszej postaci.

Uporzadkuj ponizsze wypowiedzi, aby otrzymac rozwigzanie zadania.

Mozemy obie strony powyzszej rownosci podnie$¢ do kwadratu otrzymujac

rownosc 2 = 3V 2V 3v/2. ...
Oznaczmy rozwazane wyrazenie przez x:

z = \/3\/2\/ﬁ.

Poniewaz iloczyn jest rowny zero doktadnie wtedy, kiedy przynajmniej jeden
z czynnikéw jest zerem oraz z > 0, wiec 23 — 18 = 0.

Ponownie mozemy obie strony otrzymanej rownosci podnie$¢ do kwadratu
otrzymujac réwnosc z* = 18z, gdzie x > 0.

Wytaczajac wspdlny czynnik przed nawias, otrzymujemy 33(333 — 18) = 0.

Po przeniesieniu wyrazenia po prawej stronie rownosci na jej lewg strone,
otrzymujemy z* — 18z = 0.

Zauwazmy najpierw, ze wyrazenie \/3\/2\/ 3V 2... ma dodatnig wartosc.

W powyzszej rébwnosci za wyrazenie '\/ 3\/2\/ 3. .. mozemy podstawic x

otrzymujac réwnoéé z2 = 3v/2z.

Wynika stad, ze 23 = 18, czyli z = v/18.

Cwiczenie 5

Zapisz wyrazenie \/3\/3\/ 3V 3. .. w najprostszej postaci.

114

O

214

214

O

114

O

114

114



Cwiczenie 6

Cwiczenie 7 @
Cwiczenie 8 O
Rozwazmy zbiér wszystkich liczb postaci a + b\/§ gdzie a, b sg liczbami wymiernymi.

a) Udowodnij, ze suma, réznica i iloczyn liczb postaci a + b2, gdzie a, b € QQ, rowniez jest
tej postaci.

b) Wskaz elementy neutralne mnozenia i dodawania w tym zbiorze.
c¢) Udowodnij, ze kazdy element tego zbioru ma element przeciwny.

d) Czy kazdy element tego zbioru ma element odwrotny?



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zwigzek pierwiastkowania z potegowaniem

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

l. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

4) stosuje zwigzek pierwiastkowania z potegowaniem oraz prawa dziatan na potegach
i pierwiastkach;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

« zastosuje definicje potegi o wyktadniku wymiernym;
 zastosuje wiasnoSci pierwiastkowania;
 zastosuje wlasnosci potegowania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e rOzZmMOWwa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Film samouczek” i ¢wiczenia
interaktywne;

o dyskusja.



Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi uczniow, by na podstawie wiadomosci zdobytych przed lekcja
zaproponowali cel zaje¢ w temacie: ,Zwigzek pierwiastkowania z potegowaniem” oraz
kryteria sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie numer 1 - ,Zapoznaj si¢ z filmem przedstawiajacym zwigzek
pierwiastkowania z potegowaniem.” z sekciji ,Film samouczek”. Uczniowie zapoznajg si¢
z treScig materialu, nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniaja ewentualne
watpliwosci.

2. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekcji ,,Sprawdz sie”
Wryniki pracy omawiane s3 na forum i komentowane przez nauczyciela.

3. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg kolejne ¢wiczenia nr 6 i 7 z sekcji ,,Sprawdz sie”

Faza podsumowujaca:
1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja wskazane przez nauczyciela ¢wiczenia interaktywne
przygotowujgc uzasadnienia poprawnych odpowiedzi.

Materialy pomocnicze:



» Dzialania na pierwiastkach
» Dzialania na potegach

Wskazowki metodyczne:

e Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekciji ,Film samouczek” do pracy przed
lekcja. Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescig i przygotowuja do pracy na zajeciach
w ten sposob, zeby moc samodzielnie rozwigzac¢ zadania w temacie ,,Zwiazek

pierwiastkowania z potegowaniem”.
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