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Wz6r na sume i rOznice sinusow

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Do tej pory poznates wzory na funkcje trygonometryczne sumy oraz roéznicy katow. W tym
materiale dowiesz sie w jaki sposob ze znanych wzoréw wyprowadzi¢ wzory na sume oraz
roznice sinusow. Na podstawie tych nowych wzorow bedziesz oblicza¢ wartosci wyrazen
oraz zmienia¢ sumy algebraiczne zwigzane z funkcjami trygonometrycznymi na iloczyny.

Twoje cele

1. Dowiesz sig, jak wygladaja wzory na sin @ + sin 5 oraz sin a — sin S.
2. Nauczysz si¢ stosowa¢ wzory na sin « + sin 3 oraz sin a — sin 8 do obliczania
warto$ci wyrazen.




Przeczytaj

Do wyprowadzenia wzoréw na sume i roznice sinusow wykorzystamy poznane wzory na
sinus sumy oraz sinus roznicy. Przypomnijmy je zatem.

Twierdzenie: wzér na sinus sumy argumentéw, wzor na sinus réznicy argumentéw
Dla dowolnych «, 8 € R zachodza nastepujace wzory
sin(a 4 ) = sina cos B + sin S cos

sin(a — B) = sina cos B — sin S cos

Teraz udowodnimy twierdzenie o sumie sinusoéw i réznicy sinusow.

Twierdzenie: wzér na sume sinuséw, wzor na réznice sinuséw

Dla dowolnych a, 8 € R zachodza nastepujace wzory
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Zauwazmy, ze prawdziwe sg nastepujgce zaleznosci
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1. Korzystajgc z powyzszych zaleznoSci, mozemy sume sinusow zapisa¢ nastepujaco
sina+sinﬂ:sin(a7+'3+a7’3)—i—sm(a;rﬁ a2’8).

Korzystajac ze wzorow na sinus sumy i roznicy argumentow otrzymujemy

sin(aTw + O‘T_ﬁ) + sin(aTJrﬂ — aT—ﬂ> =

= (sm 2B . cos O‘T_ﬂ + sin aT_ﬁ - COS O‘TJFB)—I—

+(sin B cos %2 — sin %52 . cos a%) =

= 2sinaT+’8 . cos O‘T*'B,
co konczy dowod wzoru sin a + sin = 2 sin aw - COS O‘T_ﬂ
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2. Korzystajgc z powyzszych zaleznosci, dla argumentéw « i 8 mozemy roéznice sinusow
zapisa¢ nastepujaco

sina — sin 8 = sin(aTjLﬂ + O‘T_ﬂ) — sin(aTJrﬁ — O‘T_ﬁ)
Korzystajgc ze wzorow na sinus sumy i roznicy argumentow otrzymujemy
. a+f3 a—p atf  a=B\ _
SIH(T+T) Sm( 2 T2 ) =
= (sm a;ﬂ - COS O‘T*'B + sin O‘;B - cos ‘HB )
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—i—(smT-cosT—sm 5 COST) =
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2s8in —~ - cos ——,
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co konczy dowod wzoru sin o — sin 8 = 2 sin %5 - cos = oth

Przyktad 1

Zmienimy wyrazenie sin o + sin 2a + sin 3a na iloczyn trzech funkciji
trygonometrycznych.

Rozwigzanie

Korzystajac ze wzoru na sume sinusow sumujemy sin « i sin 3o
sin o + sin 2a + sin 3a = 2sin 2« - cos a + sin 2o =

= sin2a(2cosa + 1) =sin2a - 2(cosa + 3 ).

Zamienimy teraz cos o i % na sinusy odpowiednich argumentow
2sin2a - [sm(g . a) + sin %]

i zastosujemy ponownie wzOr na sume sinusow

4 sin 2o - sin(#) . cos(#) =

= 4sin2a - sin(% — %) . cos(% — %)

Przyktad 2

5[COS(% :1;4) —sin 14]

COs ? sin E

Obliczymy warto$¢ wyrazenia

Rozwigzanie
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Najpierw wykorzystamy wzory redukcyjne, a nastepnie wzor na roznice sinusow

5[c0s(§f%)fsin ﬁ} o 5(sin %fsin 1—’;)

T i T i
Ccos 7 sin 14 COSs 7 sin 14

in . il
5-2sin 11 COS ~ 10
-_— T 3 7(' - .
cos = -sin ¢

Przyktad 3

Obliczymy sin(ac + %) — sin(az — %),jeieli cos T = @.
Rozwigzanie

Wykorzystajmy wzor na réznice sinusow

sin(z 4+ 3) —sin(z — §) =

psin EHEeE) (o lrres)

= 2sin % - cos .

Poniewaz cos x = @,zatem2sin T -cosxT =2- @ . @ = %.

Przyktad 4

Obliczymy tg z, jezeli wiadomo, ze sin(z 4 30°) + sin(z — 30°) = 2v/3 cos z.
Rozwigzanie

Wykorzystujac wzor na roznice sinusow przeksztal¢my rownanie dane w zadaniu
sin(z + 30°) + sin(z — 30°) = 2v/3cos

do postaci

243071307 | ooq 24307 230° — 94/3 cos .

2 sin 3

Zapiszmy dalej 2 sin z cos 30° = 2v/3 cos .

Stad otrzymujemy zalezno$¢ miedzy sinusem i cosinusem tego samego argumentu

\/gsina: = 2\/§cos x.

Korzystajgc z definicji funkcji tangens otrzymujemy odpowiedz

sin x
cos T

=tg r = 2.

Stownik

wzOr na sinus sumy argumentow, wzor na sinus roznicy argumentéow
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dla dowolnych «, 8 € R zachodza nastepujace wzory
sin(a + ) = sina cos § + sin S cos a

sin(a — B) = sinacos B — sin Bcos a

wzOr na sume sinuséw, wzor na réznice sinusow

dla dowolnych «, 8 € R zachodza nastepujace wzory

sina + sin B = 2sinaT+ﬂ . cos 2L

2
. . - .. a-p a+p
sina — sin 8 = 2sin —~ - cos —5—



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z ponizsza animacja, a nastepnie wykonaj polecenia zamieszczone pod
nia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1957tDul

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcej zastosowania wzoru na sume sinusow.

Polecenie 2

Wyrazenie sin £ — cos x zapisz za pomoc3 jednej funkcji trygonometryczne;.

Polecenie 3

Podane wyrazenie 1 + sin x — cos x zapisz w postaci iloczynu dwdch funkcji
trygonometrycznych.



https://zpe.gov.pl/a/D1957tDuI

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz prawidtowe dokoriczenie zdania. Wyrazenie sin z + sin(x + 60°) jest rowne
cos(z — 30°).

v/3sin(z + 30°).

V3sin(z — 30°).

o O O O

cos(xz + 30°).



Cwiczenie 2 @)
Zaznacz wszystkie prawidtowe odpowiedzi. Warto$¢ wyrazenia sin 37° — sin 23° jest réwna
cos104°.

V/3-sin7°.

2-s8in7° - cos30°.

cos76°.

v/3sin104°.

sin 14°.

o o o o 0o 0o d

V3 .sin173°.

() v/3sin76".

Cwiczenie 3

Potacz w pary wyrazenia rowne.

sin(x +45°) + sin(z — 45°) sin
sin(z + 60°) + sin(z — 60°) —v2cosz
sin(z — 60°) — sin(z + 60°) —v3cosx

sin(z — 45°) — sin(z 4+ 457) V2sinz



Cwiczenie 4

Wstaw poprawny wynik dziatania.

c0s20° —sin20°
v/2sin25°
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Cwiczenie 5

Zaznacz prawidtowe dokonczenie zdania. Jezeli zachodzg warunki: a — 3
to sin « + sin 3 przyjmuje wartosé

—2+/3.

—/3.

2v/2.
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Cwiczenie 6

. , . . .. . . sing—sin% | ,
Zaznacz prawidtowe dokonczenie zdania. Warto$¢ wyrazenia ——5——= jest réwna

4 cos 5 -sin ¢
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Cwiczenie 7

sin43°+sin17°
c0s13°+3sin 77" *

Oblicz wartos¢ wyrazenia

Cwiczenie 8

Zapisz wyrazenie sin x + sin 2z + sin 3x + sin 4z jako iloczyn trzech funkcji
trygonometrycznych.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzor na sume i réznice sinusow

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres rozszerzony. Uczen:

5) korzysta z wzor6éw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie¢;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii.
Cele operacyjne:
Uczen:

e stosuje wzory na sin o + sin 3 oraz sin a — sin 3 do obliczania warto$ci wyrazen,
« dowodzi twierdzenia o sumie i réznicy sin o oraz sin f3.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
« konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;
e praca z ekspertem.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z medium w sekcji ,Animacja”.
Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zajec: ,Wzor na sume i roéznice sinuséw” oraz wspolne
z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznajq si¢ z przyktadami zawartymi w sekcji ,Przeczytaj”. Ich
zadaniem jest najpierw rozwigzanie danego zadania, a dopiero nastepnie porownanie
jego rozwigzania. Grupy tworzg drzewa pomystow, na ktorych umieszczajg przyktady.
Po prezentacji prac grup powstaje jedno, wspolne dla catej klasy, drzewo pomystow.

2. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum.

3. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenia 6, 71i 8, ale nastepnie porownuja swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczytem sie...

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenianr 1i 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”
Materialy pomocnicze:

» Tozsamosci trygonometryczne
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Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy w temacie ,Wzor na sume i réznice sinusow”.



