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Znasz juz definicje algebraiczng warto$ci bezwzglednejliczby a. Wiesz tez, ze wartos¢
bezwzgledna liczby a jest odlegloscia tejliczby od liczby zero na osi liczbowe;.

Jest zatem zawsze liczbg nieujemna.

To wlasnie jedna z wlasnosci wartosci bezwzglednej. W tym materiale poznasz inne
wlasnosci modutu i zobaczysz jak mozna je wykorzystywac np. przy rozwigzywaniu zadan
typu ,uzasadnij, ze ...

Twoje cele

» Poznasz podstawowe wlasnosci wartosci bezwzglednejliczby rzeczywistej a.
» Korzystajac z wlasnosci modutu, uproscisz wyrazenia z warto$cia bezwzgledna.

» Zastosujesz wartos¢ bezwzgledna liczby podczas dowodzenia twierdzen.



Przeczytaj

Zapoznaj si¢ z przyktadami. Jakie wlasnosci wartosci bezwzglednej mozesz zauwazyc¢?
Poroéwnaj swoje wnioski z wyr6znionymi wiasnoSciami.

Przyktad 1
Oblicz.
|5/ =5>0
|—12|=12>0
0] =0

Zauwaz, ze w kazdym z przypadkow otrzymujemy liczbe nieujemna.

Wazne!
la| >0,acR
Przyktad 2
Poréwnajliczby |al i |b|.
Zauwaz, ze a i b, to liczby przeciwne.
a b |a 5|
—4 4 4 4
8 -8 8 8
L 1 L L
2 2 2 2
Y16 Y16 J16 /16

Zwro¢ uwage, ze liczby w trzecieji czwartej kolumnie s3 takie same.
A zatem wartosci bezwzgledne liczb przeciwnych sg rowne.
Wazne!
la] = |—al, a € R
Przyktad 3

Przeanalizuj przykiady. Skorzystaj ze znanych Ci wlasno$ci pierwiastkow




. \/a_zza,dlaaZO,
e Va2= —a,dlaa <0.

Na pewno widzisz, ze w powyzszych przyktadach otrzymany wynik jest zawsze liczbg
dodatnia. Przyklady te obrazuja kolejng wlasnos¢ wartosci bezwzgledne;.

Jesli liczba x pod pierwiastkiem jest kwadratem pewnego wyrazenia a, to pierwiastek
z liczby x jest wartoscia bezwzgledna z liczby a.

Wazne!

va?=lal,a €R
Przyktad 4
2
Oblicz wartoS¢ wyrazenia (2 — \/3) , korzystajac z powyzszej wlasnosci.
Korzystajac z wlasnosci: Va2 = |a|, otrzymujemy:

ey -

Wyrazenie w module jest ujemne (sprawdz to), a zatem korzystajac z algebraicznej
definicji wiasnosci bezwzglednejdla a < 0, mozemy zapisac:

2 —+/5] =5 -2
—_——
2-/5<0

\/(2—\/3)22‘2—\/3:\/5 _9

Wartos¢ bezwzgledna iloczynu liczb a i b jest rowna iloczynowi wartosci
bezwzglednych liczb a i b.

A zatem:

Wazne!


javascript:void(0);

la-bl =la|l-|b; a €R, beR
Przyktad 5
Znajdz liczbe x, spetniajaca warunek |4z — 8| = 16.
Mozemy tu skorzysta¢ z wtasnosci modutu przedstawionej powyze;j.
la-bl =|a|-|b; a €R, beR
|[dx — 8| = 16
W liczbie pod modutem wylgczamy przed nawias liczbe 4.
4-(z—2)] =16

Korzystajgc z powyzszej wilasnosci zapisujemy modut z iloczynu dwoch liczb, jako iloczyn
dwoch modutow.

4] [(z —2)[ =16
Obliczamy wartos¢ bezwzgledna liczby 4.

4.|(x—2)| =16
Dzielimy obie strony roOwnania przez 4.

4-|(x—2)|=161:4
Otrzymujemy wyrazenie
lz —2| =4

Wiesz, ze:
4 = |4|lub4 = |—4|
Stad:
r—2=4lubx —2= -4
A zatem:
T=6lubz = —-2.
Wazne!

Wartos¢ bezwzgledna ilorazu liczb a i b jest rowna ilorazowi wartosci bezwzglednych
liczb aib.


javascript:void(0);

4| =415 a€R, beR/{0}

Przyktad 6
Znajdz liczbe x, speiniajaca warunek |””T_5| = 3.
Mozemy tu skorzysta¢ z wtasnosci modutu przedstawionej powyze;j.

4] =5 acR, beR/H{0}

z—5 | __
52 =3

Korzystajgc z powyzszej wilasno$ci zapisujemy modut z ilorazu dwoéch liczb, jako iloraz
dwoch modutow.

=3
Obliczamy wartos¢ bezwzgledna liczby 2.
[z=5] _
5 =3
Mnozymy obie strony rownania przez 2.
z—5
| 5 | =3 |.2
Otrzymujemy wyrazenie
|z — 5| =6
Wiesz, ze:

6 = |6/lub6 = |—6|
Stad:
xr—5=6lubz—5=—-6

A zatem:

z=11lubz = —1.

Stownik
wartos¢ bezwzgledna iloczynu liczb a i b

iloczyn wartosci bezwzglednych liczb ai b



wartosc¢ bezwzgledna ilorazu liczb a i b

iloraz warto$ci bezwzglednych liczb a i b



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadem pokazujagcym zastosowanie wartosci bezwzglednej w dowodach.

Polecenie 2

Udowodnij, ze liczba a = \/3 +2y2— \/3 — 2\/§jest wymierna.



Sprawdz sie

Cwiczenie 1

—16

16

O o 0o o o d

Cwiczenie 2

Zaznacz liczby, ktére spetniajg warunek v z2 = 16.

Znajdz wyrazenia o tej samej wartosci. Potagcz odpowiednie pary .

|—3]

|| : [=5]

lal-[b]
12|

2-v2

Pokaz ¢wiczenia: & ) @



Cwiczenie 3 ®
Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Nieréwno$¢ |z| < —3 jest spetniona przez kazda liczbe rzeczywistg .

Nieréwnos¢ |z| < —2 jest sprzeczna.

Istnieje € R, spetniajacy warunek |z — 1| = —5.

O 0o O O

Warunek |2z + 4| = 0 jest spetniony dla doktadnie jednej liczby rzeczywistej .
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O]

Doprowadz wyrazenia do najprostszej postaci . Przyciagnij poprawng odpowiedz.

Wyrazenie Najprostsza postaé¢ wyrazenia

(x/§—2>2+\/§

_____________________________________________________

vevay/(-v3)

J(v3-va) v
J(vE-2v3) -/ (vi-3va)’

3VE-4VE||2-v2+V3|[VE+ V3 2vB- V3

_____________________________________________________

_____________________________________________________




Cwiczenie 6 Q@

Czy warunek vV z2 = —z jest spetniony przez:

z=0
wszystkie liczby ujemne
wszystkie liczby niedodatnie

wszystkie liczby dodatnie

O o 0O 0O 0O

wszystkie liczby nieujemne

Cwiczenie 7 @

Oblicz wartos$¢ wyrazenia \/17 — 12\/5 + V53 — 10\/6. Przeciagnij prawidtowa
odpowiedz.

Wartos$¢ wyrazenia

‘34—3\/54—6”3—|—3\/§—\/6H3+3\/§—\/§H3+3\/§+\/§’

Cwiczenie 8 @

Udowodnij réwnoéé V6 — 21/5 + v/ 14 — 64/5 = 2.
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Autor: Beata Wojciechowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: WlasnoSci wartosSci bezwzglednej

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy.

Uczen:

7) stosuje interpretacje geometryczng i algebraiczng wartosci bezwzglednej, rozwigzuje
x+ 3| >4

réwnania i nieréwnosci typu: |z + 4| = 5, |x — 2| < 3,

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» znai stosuje podstawowe wilasnosci wartosci bezwzglednejliczby rzeczywistej a
» korzystajgc z wlasnosci modutu, upraszcza wyrazenia z wartoscig bezwzgledng
 stosuje wartoS$¢ bezwzgledng liczby podczas dowodzenia twierdzen

Strategie nauczania:
o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

« metoda odwroconejklasy
 analiza przypadku
o dyskusja



e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem infografiki
Formy pracy:

e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego
o pracaindywidualna

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

2. Uczniowie beda pracowac¢ metoda odwroconej klasy.

3. W tym celu, w domu, przygotowuja informacje na temat wtasnosci wartosci
bezwzglednejliczby.

Faza realizacyjna:

1. Pracujac w parach, uczniowie dyskutuja nad przygotowanymi w domu materiatami.
Porownuja swoje notatki, dyskutuja nad watpliwoSciami.
2. Trzy chetne zespoty prezentujg wiadomosci, omawiajgc kolejno tematy:
o Przypomnienie graficznej definicji wartosci bezwzglednej liczby rzeczywiste;.
o Przypomnienie algebraicznej definicji wartosci bezwzglednejliczby
rzeczywistej.
o Przedstawienie wlasnosci wartosci bezwzglednejliczby rzeczywistej.
3. Uczniowie zapoznajg si¢ przyktadami zawartymi w czeSci ,Przeczytaj” oraz infografika.
4. Konsultujgc z nauczycielem, uczniowie wykonujg polecenie umieszczone pod medium
bazowym.
5. Uczniowie rozwigzujg zadania zawarte w materiale multimedialnym. Rozwigzania
zadan uczniowie zapisuja w zeszycie, sprawdzajac w materiale ich poprawnos¢.
Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 1 - 6.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ¢wiczen. Uczniowie
utrwalaja poznane wlasnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.



Praca domowa:
Uczniowie wykonujg ¢wiczenia 7, 8 zawarte w czesci ,Sprawdz sie”.
Materialy pomocnicze:

o Warto$¢ bezwzgledna - definicja

o Warto$¢ bezwzgledna liczby

o Liczby wymierne. Warto$¢ bezwzgledna

o Warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej - pojecie algebraiczne

e Rownanie z warto$cig bezwzgledng

e Zadania prowadzace do rozwigzywania nieréwnos$ci z warto$cig bezwzgledng
e Rozwigzanie nierownosci z wartoscig bezwzgledna

e Zadania prowadzace do rozwigzywania rownan z wartoscig bezwzgledna

» Interpretacja geometryczna nierOwnosci typu x-a<b

Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg wykorzystac przyklady zawarte w czesci ,,Przeczytaj” oraz infografike do
przygotowania materialu w domu lub do utrwalenia informacji po lekc;i.
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