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Obliczanie wartosci funkcji trygonometrycznych

z wykorzystaniem wzoréw redukcyjnych 5+ o,

Zrédto: dostepny w internecie: https:/pixabay.com/pl/photos/sygnalizatory-kolor%C3%B3w-instalacja-3929771/.

Wzory redukcyjne byly stosowane juz w VI wieku n.e. przez hinduskich uczonych. Dzieki
nim wyznaczamy wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata przez
sprowadzenie go do przypadku kata ostrego. Wynikajg one z symetrii wykresow
odpowiednich funkcji trygonometrycznych. Wykres funkcji sinus jest symetryczny
wzgledem dowolnego punktu (km; 0), k € Z, a takze symetryczny wzgledem dowolnej
prostej o rownaniu ¢ = 5 + km, k € Z. Dla wykresu funkcji cosinus Srodkiem symetrii jest
dowolny punkt (% + km; 0), k € 7, a osig symetrii - prosta o rownaniu: ¢ = km, k € Z. Dla
wykresu funkcji tangens mamy tylko symetrie sSrodkowe wzgledem punktow (km;0), k € Z.

W tym materiale wykorzystamy poznane wzory redukcyjne dla katow % + a, % —a,
% + i 5 — a do obliczania wartoéci funkcji trygonometrycznych i rozwigzywania zadan.

Twoje cele

o Wykorzystasz poznane wzory redukcyjne do rozwigzywania zadan.

» Zastosujesz ,siatke znakow” do okreslania znaku funkciji trygonometrycznych.

» Usystematyzujesz wiedze o wzorach redukcyjnych i zwigzkach miedzy funkcjami
trygonometrycznymi.




Przeczytaj

Wzory redukcyjne dla katéw 5 + o, 37” + «

Zbierzemy teraz informacje dotyczgce wzorow redukcyjnych dla katow & =+ a, % + a.

8 F-a §+a F-a ¥ +a
sin 3 +cosa +coso — Ccos & — COos x
cos 8 +sin o —sin« —sin« + sin o

1 1 1
thB +tga _tga +tga _tga

Przypomnijmy znaki funkcji trygonometrycznych w poszczegoélnych ¢wiartkach (siatka

znakow).
Kat (05 %) (55 7) (m ) (5 27)
sin 3 + + — —
cos 3 + — — +
tg B + - + -

Zauwaz, ze powyzsze wzory redukcyjne mozesz tatwo zapamietac, znajac znaki funkcji
trygonometrycznych w zalezno$ci od ¢wiartki i stosujac zasade, ze we wzorach na § =+ a,
% T a funkcje przechodza na kofunkcje (sinus na cosinus, cosinus na sinus, tangens na
funkcje tga —).

W zapamietaniu znakow funkcji trygonometrycznych w zaleznosci od ¢wiartki pomoc
moze rysunek:

Przyktad 1

Wykazemy, ze:

a. sin( ) = cos(% )

b. cos( ) = sm(% )

c.tg( +a):tg(%1 a) "
Rozwigzanie

Wykazujac powyzsze zaleznoSci, wykorzystamy wzory redukcyjne dla kagtow 4§ — a.

a. sin(% + a) = sin(% -1+ a) = sin(% — (% — a)) = cos(z — a)
b. cos(% +a) = cos(% -7 +a) = cos(% — (% — a)) = sm(z — a)
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c.tg (5 +a) =tg (§ — F +0) =tg (§ — (§ - ) = iy
Przyktad 2

Wiedzac, ze cos @ = % ia€ (0; %), obliczymy

te( +a) cos(% —a)
sin(%—}—a) -cos(%

Rozwigzanie

Poniewaz:

tg (5 +a) =~z
cos % — a) = —sinq,

to:

37 4 o) cos (3T — ———)-(—sina) L
tg( 5 +a) cos( 5 a) . tga _ TgaSna
sin(%—i—a) cos(%—a) o cos a-sin T cosarsina

1

tga Ccos o 1
T cosa ~ sinarcosa ~ sina ”

2 2

Ze wzoru sin® o 4 cos’a = 1 wyznaczamy sin®a =1 — cos? a.

. : : 2
Po podstawieniu cosa = 4 otrzymujemysina =1— (§) =1- % = .

Istniejg dwie liczby, ktorych kwadrat jest rowny %. To 4 i —4.

Poniewaz o € (0; %), to rozwigzaniem jest sina = 4.

Mozemy rowniez wyznaczyc¢ sin o, wykorzystujgc trojkat prostokatny o przyprostokatnej
lezacejprzy kacie ae dlugosci 3 i przeciwprostokatnej dtugosci rownej 4. Oznaczajgc

b = 3 oraz ¢ = 4, otrzymamy nastepujacg rownosc:

COSO(Z%:L.
c



A 3 B

Dtugos$¢ drugiej przyprostokatnej wyliczamy z twierdzenia Pitagorasa: a® + b = c2.

Wyznaczamy a.
2 _ 22 _p2

a c

a?=42-32=16-9=17
Istniejg dwie liczby, ktorych kwadrat jest rowny 7. To v/7 i —/7.

Dlugosci bokow sa zawsze dodatnie, wiec a = /7.

PozbyliSmy si¢ niewymierno$ci w mianowniku, rozszerzajgc utamek (poprzez mnozenie
licznika i mianownika przez \/7 ).

Przyktad 3

47
2—cos 5

tg%

Obliczymy wartoS¢ wyrazenia:

Rozwigzanie

I sposab:



. : o 3
Zastosujemy wzory redukcyjne dla katow <+ =+ a.

Poniewaz

dm 8 _ Im—m _ 3 _ 7y _gpZf=—_1
COS 5~ = COS 5 = COS ~—¢ _cos(2 6)_ sing = —5,
In g bt 4o (3m 4 o) — 1 _
tg 4 =tg UG =tg (5 + §) = wr = L

to podstawiajgc wyliczone wartosci, mamy:

2—cos % 2+sin % 2—}—% 5
T p— T p— — — .
IT sposoéb:

Skorzystamy ze wzorow redukcyjnych dla katow 7 4 o, 27 — a..

Poniewaz
cos & = cos T = cos(m+ ) = —cos F = —1,
tg T =tg 8”;” —tg (2r— %) =—tg I =1,
to podstawiajgc wyliczone warto$ci mamy:
2—cos% o 2-+cos % o 2+% -5
tg% - —tgf -1 2
Przyktad 4
Uproscimy wyrazenie: sin? (§ 4 a) - cos(3Z + a) — cos®(3F — a).
Rozwigzanie
Poniewaz:

sin(4 + a) = cosa,

cos(2 + a) = sina,

cos(¥ — @) = —sina,

to:

sin?(Z +a) - cos(3E +a) —cos* (3 — ) = cos’a-sina — (—sina)’ =

— cos? a - sin a + sin® a.

Po wylgczeniu sin a przed nawias i podstawieniu cos? a + sin? @ = 1 mamy:



sin o - (cos2 a + sin? a) = sin o.
Przyktad 5

Udowodnimy, ze rownos¢
(1+sin(37—a)) - (isy +te(37—a)) = cos(37+ a) jest tozsamoseia dia
x # k.

Rozwigzanie
Przeksztalcimy najpierw prawg stron¢ rownosci:
P = cos(%w + a) = sin .

Przeksztalcimy teraz lewg strone réwnosci:

(1 —|—sin(%7r—a)) . (ﬁ —|—tg(%7r—a)> = cos(%ﬂ—i—a)

57‘(’

:(l—cosa)-( —1 —i—L):(l—cosa)-(L-FM):

—sina tgo sin o sin o
1—cosa)-(1+cos 1—cos2 in2 .
= J )-( ) _ leos’a _ sin'a _ gp o p
sin sin sin a

Poniewaz lewa strona réwnosci jest rowna stronie prawej, zatem dla  # km rowno$¢ jest
tozsamoscig.

Stownik
wzory redukcyjne

wzory pozwalajace wyrazi¢ wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata o za
pomoca warto$ci funkciji kata ostrego

siatka znakow

nazwa tabeli, w ktorej zestawiono znaki funkcji trygonometrycznych w poszczegoélnych
¢wiartkach




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, w ktérej prezentowane sg metody obliczania wartosci funkcji
trygonometrycznych z wykorzystaniem wzoréw redukcyjnych dla katow: % + a, % — i

% + a. Wykorzystaj te metody w zadaniach, swoje rozwigzania poréwnaj z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DpLL4Rwo0

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy obliczania warto$ci funkciji trygonometrycznych
z wykorzystaniem wzoréw redukcyjnych.

Polecenie 2

Wykorzystujac wzory redukcyjne dla katow + o, 2F — ai =X + «a, oblicz wartosé
wyrazenia: (sm 2T + cos 7477) — 2sin 76” cos 4;

Polecenie 3

Wiedzac, ze sina = 0,4 i « jest katem ostrym, oblicz wartos¢ wyrazenia:

(sm(g — a) —|—cos(% +a) + tg(%;_a)) -sin(% + a).

= (cosa —sina + 222 . (—cosa) =>

= —cos?a +sina - cosa — sin a.

Cosinus kata a wyznaczymy, wykorzystujac trojkat prostokatny o przyprostokatnejlezacej
naprzeciw kata o dtugosci 2 i przeciwprostokatnej dtugosci 5, gdyz:

ina = — 4 _ 2
sina=0,4= 3 = %


https://zpe.gov.pl/a/DpLL4Rwo0




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1

Na rysunku zaznaczono kata a.

C

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.
Prawdg jest, ze:

o o 0O O
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B
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Cwiczenie 2

Na rysunku zaznaczono kata a.

C

[2
&

Zaznacz poprawng odpowiedz.
Nieprawda jest, ze:



Cwiczenie 3

Przeciggnij w wyznaczone miejsca taka liczbe, aby réownosé byta prawdziwa.

O kacie ostrym oo wiadomo, ze cos o = 5=.

cos(ZL — a) +cos(Z +a) =!

=R REIHEENE

Cwiczenie 4

____________________

sin(%—}—a)-

Wiadomo, ze sina = 0,6 oraz o € (O, %) Warto$¢ wyrazenia

WYNosi:



Cwiczenie 5

Dla katow o = 5% iB8= % prawda jest, ze:

(] cosa-tgB=-1,5

. 1+2+/3
() sina—tgB= v

1 1 43
U wetw =75

_ _ V3
J tga-cosf=—-¢
Cwiczenie 6

Wiadomo, ze « jest katem ostrym i (:05(32—7r + a) = %. Wartosé wyrazenia

sin(% — a) — m to

O -

29
O —%



Cwiczenie 7
Dopasuj wyrazenie do odpowiadajgcej mu wartosci liczbowe;.

s 4w 5
Sin 3 COs 3

197

s 5w
sin -3 + cos 6

tg% —sin%
tg 45" tg

Cwiczenie 8

Wyrazenie (1 + cos(%)) . (1 — cos(%)) mozna zapisac jako:

s’ (%)

o O O O



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna
Przedmiot: Matematyka

Temat: Obliczanie wartoS$ci funkcji trygonometrycznych z wykorzystaniem wzorow
redukcyjnych - + o, 3 — o, 3 + «

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Zakres podstawowy:

VIL. Trygonometria.

Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 1807,
w szczegolnosci wyznacza warto$ci funkcji trygonometrycznych 30°,45°,60°;

sin o

, < 2 2 o o
4) korzysta ze wzordw sin” a +cos*a = 1,tg a = =

II. Wyrazenia algebraiczne.
Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a® — b2, (a + b)°, (a — b)?,
3 3 . n n
a’ —b’,a” —b".

Zakres rozszerzony:

VIIL. Trygonometria.

Uczen:

1) stosuje miare lukowg, zamienia miare tukowa na stopniowg i odwrotnie;
4) stosuje wzory redukcyjne dla funkcji trygonometrycznych.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji



» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

e kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:

Uczen:

« postuguje si¢ wzorami redukcyjnymi dla katow 3 + o, 37” —a, 37" + «

 stosuje zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata

» wykorzystuje poznane definicje i wzory w rozwigzywaniu zadan

 analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwiazania

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

» wyklad informacyjny

e burza mozgow

» pokaz multimedialny

e rozwiazywanie zadan pod kontrola nauczyciela

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu
» rzutnik multimedialny
o e-podrecznik

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie zapisujg poznane wzory redukcyjne na tablicy - moga wykorzystac tabele
zawarta w sekcji ,,Przeczytaj”



2. Uczniowie przypominajg znaki funkcji trygonometrycznych w poszczegolnych
¢wiartkach - moga wykorzystac tabele zawartg w sekcji ,Przeczytaj’.

3. Uczniowie podajg zwiagzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi (zapisuja je na
tablicy).

4. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-osobowe grupy.

Do

. Kazda z grup otrzymuje zadanie polegajace na analizie materiatu zawartego w sekcji
LPrzeczytaj’.

. Uczniowie w grupach analizujg przyktady zawarte w sekcji ,Przeczytaj"

. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajac im wskazéwek.

. Uczniowie ogladajg animacje i omawiajg ja wraz z nauczycielem.

> Ul W~ W

. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela.
Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych
przez nauczyciela.

2. Uczniowie okreslajg co byto dla nich trudne lub niezrozumiate, a nauczyciel udziela
wyjasnien.

3. nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnosS¢ uczniow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych, ktore nie zostaty rozwigzane
na lekciji.

Materialy pomocnicze:
» Czy ten sinus ma plus czy minus? Znaki funkcji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg przeanalizowa¢ materialy zawarte w animaciji jako prace wiasng przed
lekcjg. Umozliwi im to wystapienie na zajeciach w roli ekspertow.
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