Okrag opisany na czworokacie
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Wielokaty cykliczne

Powszechnie znany jest fakt, iz na kazdym trojkacie mozna opisa¢ okrag i okrag ten jest
wyznaczony jednoznacznie. Inaczej sytuacja wyglada w przypadku wielokatow o wieksze;j
niz 3 liczbie bokow. Zauwazmy na ponizszym rysunku, ze okrag opisany na czworokgcie
ABCD jest tym samym okregiem, ktory jest opisany na kazdym z trojkatow, ktorego trzy
wierzchotki sg r6znymi elementami zbioru {A, B, C, D}. Na ponizszym rysunku
zaznaczono trojkaty ACD i BCD, ktore sa wpisane w okrag opisany na czworokacie
ABCD.
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Czworokat i trojkaty wpisane w okrag

Dlatego tez nie jest mozliwe opisanie okregu na rombie, ktory nie jest kwadratem, bo jak
wida¢ na ponizszym rysunku, okregi opisane na tréjkatach ACD i ABC majg roézne
potozenie na ptaszczyznie, cho¢ oczywiScie ich promienie sg takie same.

Romb, na ktérym nie da sie opisa¢ okregu

O wielokatach wypuklych, na ktoérych mozna opisa¢ okragg mowimy, ze sg one cykliczne.
Niniejsza lekcja ma za zadanie poda¢ warunek konieczny i wystarczajgcy, by na
czworokacie dato si¢ opisac¢ okrag.



Twoje cele

» Udowodnisz twierdzenie podajace warunki opisywalnosci okregu na czworokacie
wypukiym.

o Zastosujesz twierdzenie Ptolemeusza i Carnot’a w zadaniach dotyczacych okregu
opisanego na czworokacie.

» Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.



Przeczytaj

Definicja: Wielokat cykliczny

Bedziemy mowic, ze n-kat wypukty jest wielokatem cyklicznym, jezeli da si¢ na nim
opisac okrag.

Istnieje proste kryterium opisywalnosci okregu na czworokacie, o czym mowi ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie: O czworokacie cyklicznym

Czworokat wypukly jest cykliczny wtedy i tylko wtedy, gdy suma miar przeciwlegtych
katow jest réwna 180°.

Dowadd

Najpierw zajmiemy si¢ warunkiem koniecznym. Przypu$¢my zatem, ze czworokat
ABCD jest wpisany w okrag o $rodku O. Poprowadzmy promienie OD i OB, jak na
rysunku.
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Dowdd twierdzenia o czworokacie cyklicznym

Pokazemy, ze suma miar katow BAD i BC'D jest rowna 180°.

Zauwazmy, ze kat BAD jest katem wpisanym opartym na tym sposrod tukéw o koricach
BD, do ktérego nalezy punkt C. Tym samym jego miara jest potowa miary kata
srodkowego « opartego na tym samym tuku. Podobnie kat BC'D jest katem wpisanym




opartym na tym spos$rod tukow o koncach BD, do ktérego nalezy punkt A. Tym samym
jego miara jest potowa miary kata srodkowego o opartego na tym samym tuku.

Ale o +v = 360°, stad |[<BCD| + |<BAD| = +a+ +v= 1 -360" = 180".

Suma miar wszystkich katow wewnetrznych czworokata wypuklego jest rowna 360 °,
zatem rowniez suma miar katéw ABC'i ADC jest rowna 180°.

Teraz zajmiemy si¢ warunkiem dostatecznym. Przypu$¢my zatem, ze w czworokacie
ABCD mamy |[<BCD| + |<BAD| = 180" i rozwazmy okrag o srodku O opisany na
trojkacie ABD. Rozwazmy dowolny punkt E lezacy na tuku o konicach B, D w tej samej
pOiptaszczyznie o krawedzi BD, co punkt C, jak na rysunku.

A

Dowdd twierdzenia o czworokacie cyklicznym

Z udowodnionego juz warunku koniecznego wiemy, ze |[<<BAD| + |[<BED| = 180°.
Co oznacza, ze |<BED| = |[<BCD| = 180" — |[<BAD|.

Ale wiemy rowniez, ze miejscem geometrycznym punktow, z ktorych odcinek BD widac
pod tym samym katem jest tuk okregu (o czym byta mowa w lekciji o zaleznosciach miedzy
katami w kole). Tym samym punkt C'lezy na tuku tego samego okregu co punkt E.

Zanim przejdziemy do rozwigzywania zadan zwigzanych z czworokatami cyklicznymi,
przywotamy klasyczng wersje twierdzenia Ptolemeusza. Przyjmiemy oznaczenia, jak na
rysunku.
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Twierdzenie Ptolemeusza

Twierdzenie: Ptolemeusza

W dowolnym czworokgcie wpisanym w okrag iloczyn dtugosci jego przekatnych jest
rowny sumie iloczynow dtugosci przeciwleglych bokow.

Przy oznaczeniach z powyzszego rysunku twierdzenie orzeka, ze pg = ac + bd.

Dowad

Rozwazmy taki punkt M lezacy na przekatnej BD, ze |<<DCA| = |<MCB]|.




Dowéd twierdzenia Ptolemeusza

Zauwazmy, ze katy CBD i C AD maja réwne miary, jako katy wpisane oparte na tym
samym tuku.

Tym samym trojkaty ACD i BCM, na mocy cechy kkk, sa podobne.

W szczeg6lnosci mamy wiec, ze ‘IAXDI‘ Eg" Stad [MB| - |AC| = |AD| - |BC|.
. Yy . |bM|  |DC|
Analogicznie podobne sg takze trojkaty CDM i ABC. Stad TAB — Tac|» czyli

IDM| - |AC| = |AB| - |DC).

IMB| - |AC| = |AD| - |BC|
|DM| - |AC| = |AB| - |DC|’
IMB|-qg=d-b
IDM|-qg=a-c

Otrzymujemy wiec uktad rownan { ktory przy oznaczeniach

z rysunku przyjmuje prostszg postac: {

Dodajac stronami rownania tego uktadu i wylaczajgc wspolny czynnik otrzymujemy:
q-(|[MB|+ |DM|) =d-b+ a- ¢, cokonczy dowdd twierdzenia.

Pozostaje dodac, ze prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne, a w dowolnym
czworokacie wypuklym zachodzi nierownos¢ pq < ac + bd, zwana takze nierownoscia
Ptolemeusza.

Przyktad 1

Rozwazmy czworokat ABC'D wpisany w okrag w ktorym dane sg: |AB| = 3, | BC| = 4,
|CD| =

Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.
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Poniewaz czworokat jest cykliczny, to |[<ADC| = 180° — . Zatem
cos(<ADC) = — cos S.

Korzystajac z twierdzenia cosinuséw dla trojkgtow ABC' i ADC otrzymujemy:
> =32+42-2-3-4-cosp,
> =5>+8"+2-5-8-cosp.

_ a2
Z pierwszego z réwnan otrzymujemy, ze cos 8 = 254~ zatem

¢ =5 +8+2.5-8 B stadq = 4/ 3.

Wyznaczajac dlugosc przekatnej BD mozemy powtorzy¢ powyzszy schemat.
Ale mozemy tez skorzystac z twierdzenia Ptolemeusza.

4713

Otrzymujemy wtedy, ze p % =4-8+3-5. Zatemp = NGk

Na koniec przywolamy twierdzenie Carnota, ktére bezposrednio nie dotyczy
czworokatow, ale w ktorego dowodzie warto skorzysta¢ z udowodnionego wczesniej
twierdzenia Ptolemeusza. Jakkolwiek dowod tego twierdzenia tutaj pominiemy, to jego
istotna czes¢ jest przedmiotem jednego z ¢wiczen dotgczonych do lekcii.

Twierdzenie: Carnot’a

Suma odlegtosci srodka okregu opisanego na trojkacie od jego trzech bokow jest rowna
sumie dtugosci promieni okregdw opisanego i wpisanego w ten trojkat.



da‘l‘db ‘l‘dc :R+T

Twierdzenie Carnot’a

Stownik

wielokat cykliczny

wielokatem cyklicznym nazywamy wielokat wypukly, ktory da si¢ wpisa¢ w okrag
nieréwnos¢ Ptolemeusza
w dowolnym czworokgcie iloczyn dlugosci jego przekatnych jest nie wigkszy niz suma

iloczynow dtugosci przeciwleglych bokow (rownos¢ zachodzi tylko dla czworokata
cyklicznego)




Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Uruchom symulacjae interaktywng. Ustal potozenie wierzchotkdéw czworokata tak, aby
otrzymany wielokat byt wypukty, a nastepie wybierz polecenie ,Czworokat wpisany w okrag”.
Odczytaj miary katow wewnetrznych czworokata. Sformutuj hipoteze dotyczaca zaleznosci
miedzy tymi miarami. Zmieniaj potozenie wybranych wierzchotkéw i sprawdz, czy postawiona
hipoteza zachodzi dla réznych miar katow wewnetrznych czworokata.

Nastepnie wybierz polecenie ,Twierdzenie Ptolemeusza”. Ustal potozenie wierzchotkéw
czworokata wypuktego. Odczytaj dtugosci bokéw i przekatnych tego czworokata. Wyznacz
iloczyn dtugosci przekatnych i sume iloczynéw dtugosci przeciwlegtych bokow. Sformutuj
hipoteze dotyczaca zaleznosci miedzy tymi wielkosciami. Zmieniaj potozenie wybranych
wierzchotkdow i sprawdz, czy postawiona hipoteza zachodzi dla réznych potozen

wierzchotkéw czworokata.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DiGDggbCZ

Polecenie 2

Miary trzech kolejnych katéw wewnetrznych czworokata wpisanego w okrag maja sie do
siebie tak, jak 2 : 3 : 4. Oblicz miary katéw tego czworokata.



https://zpe.gov.pl/a/DiGDggbCZ

Polecenie 3

W deltoidzie o bokach dtugosci 4 i 7 doktadnie dwa sposrdd jego katéw wewnetrznych sg
proste. Oblicz iloczyn dtugosci przekatnych tego deltoidu.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

W czworokacie cyklicznym ABC'D boki maja dtugosci: |AB| = 4, |BC| = 4, |CD| = 8,
|AD| = 6. Wyznacz dtugosci p, q przekatnych tego czworokata, jeslip — g = 1.

Cwiczenie 2 @)

W okrag wpisano trapez ABC'D o podstawach AB, C D i wysokosci 4. Ramie BC tego
trapezu jest nachylone do dtuzszej podstawy AB pod katem 3 = 45°, a jego dtugosc jest
réwna krétszej podstawie tego trapezu. Oblicz pole trapezu ABCD.

Cwiczenie 3 ¢

Zaznacz poprawng odpowiedz. Miary kolejnych katow wewnetrznych czworokata wypuktego
wpisanego w okrag majg sie do siebie tak, jak 3 : 10 : 12 : 5. Najmniejszy z tych katéw ma
miare:

36°
45°

18°

o O O O

12°




Cwiczenie 4

Dany jest okrag opisany na tréjkacie réwnobocznym ABC'. Na tym okregu wybrano punkt P,
rézny od wierzchotkdédw danego tréjkata, jak na rysunku.

C

Uzasadnij, ze |CP| = |AP| + |BP)|.

Cwiczenie 5



Cwiczenie 6

Punkt O niech bedzie srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ostrokatnym ABC'. Niech R
bedzie promieniem okregu opisanego na tym trojkacie. Niech d,, d;, d. oznaczajg odpowiednio
odlegtosci punktu O od bokow a = BC, b = AC, ¢ = AB tego trojkata, jak na rysunku.

C

Wykaz,ze R-c=d,-a+d, - b.
Utdéz w kolejnosci etapy dowodu.

Dowaéd:

A korzystajac z przyjetych oznaczen mamy: R-c =dp - a + d, - b. Co byto do

udowodnienia. M
Zatem punkty A;, By, C] sa $rodkami odpowiednich bokéw trojkata, wiec (z
twierdzenia o odcinku taczacym $rodki bokéw trojkata)2| A By | = |AB|, =
2|4,Cy| = |AC|, 2|B.C,| = | BO|.

Mnozac ostatnig réwnosé przez 2 otrzymujemy, ze N
|OC| - |AB| = [OB| - |BC| + |04 - |AC]. ”
Zauwazmy, ze kazdy z odcinkéw o dtugosciach d,, dy, d,. jest zawarty w symetralnej

odpowiedniego boku tréjkata.



Korzystajac z twierdzenia Ptolemeusza dla czworokata O A;C B; otrzymujemy, ze

|OC| - |A1By| = |OBy| - |CAy| + |OA,| - |CBy].

214

Czworokat OA;CBj jest cykliczny, a Srednicg okregu na nim opisanego jest odcinek

CO.

14

Prowadzac analogiczne rozumowania dla pozostatych par odcinkdéw i sumujac otrzymane
rownosci otrzymaliby$my, po niezbednych przeksztatceniach, dowdéd twierdzenia Carnot’a.

Cwiczenie 7 @
Uzasadnij, ze kazdy trapez wpisany w okrag jest trapezem réwnoramiennym.
Cwiczenie 8 @

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Kazdy wielokat foremny jest wielokatem cyklicznym.
(] Kazdy prostokat jest czworokatem cyklicznym.
(] Kazdy deltoid jest czworokatem cyklicznym.

(] Istnieje romb, niebedacy kwadratem, ktéry jest czworokatem cyklicznym.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Okrag opisany na czworokacie

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VIII. Planimetria. Zakres podstawowy. Uczen:

5) stosuje wtasnosci katéw wpisanych i srodkowych;

8) korzysta z cech podobienstwa tréjkatow;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegdlne w trojkacie: sSrodek okregu wpisanego w tréjkat,
srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz korzysta z ich
wtasnosci;

12) przeprowadza dowody geometryczne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji
» kompetencje cyfrowe

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje pojecie wielokata wpisanego w okrag
 stosuje twierdzenie o czworokgcie wpisanym w okrag
 stosuje twierdzenie Ptolemeusza

o przeprowadza dowody geometryczne

Strategie nauczania:
o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych



Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majgc do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie wiadomosci zwigzanych z okregiem opisanym na
trojkacie - tak kieruje dyskusjg, by pojawila si¢ teza, ze taki okrag istnieje dla kazdego
trojkata. Nastepnie formutuje problem dotyczacy okregu opisanego na czworokacie.
Prosi o podanie przyktadow czworokatow, ktore mozna lub ktorych nie mozna wpisac
w okrag. Zwraca uwage na zwigzek miedzy cyklicznoscig czworokata i trojkatow,
ktorych wierzchotkami sg wierzchotki czworokata.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wprowadza pojecie wielokata cyklicznego. Nastepnie poleca uruchomic
symulacje interaktywng i wykonac zamieszczone w niej polecenia.

2. Nauczyciel formutuje twierdzenie o czworokgcie wpisanym w okrag (cyklicznym).
Prezentuje przygotowany wczesniej rysunek czworokata cyklicznego i dorysowuje
promienie, ktorych koncami sg dwa przeciwlegle wierzchotki. Nastepnie prosi
uczniow o przeprowadzenie dowodu warunku koniecznego. Pod kierunkiem
nauczyciela jeden z uczniow przeprowadza dowod na tablicy. Nastepnie nauczyciel
przeprowadza dowod warunku dostatecznego.

3. Nauczyciel prezentuje rysunek czworokata cyklicznego z dorysowanymi przekatnymi
i formutuje twierdzenie Ptolemeusza. Nastepnie inicjuje dowdd, poprzez dorysowanie
takiego punktu lezacego na jednej z przekatnych, dla ktérego zachodzi rownos¢
odpowiednich katow. Nastepnie formutuje teze o podobienstwie odpowiednich
trojkatow i prosi ucznioéw o ich uzasadnienie i sformutowanie odpowiednich proporcii
odcinkowych, prowadzacych do dowodu twierdzenia. Wybrany uczen lub nauczyciel
koncza dowod. Nauczyciel wskazuje, ze podane twierdzenie stanowi warunek
konieczny i wystarczajgcy cykliczno$ci czworokata oraz podaje nieré6wnos¢
Ptolemeusza.



4. Nauczyciel prezentuje problem opisany w Przyktadzie. Uczniowie rozwigzuja problem
w parach i wybrani uczniowie przedstawiajg na forum klasy efekty pracy.
Nauczyciel formutuje twierdzenie Carnota.

5. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca:

« Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zaje¢. Zacheca uczniow do przeprowadzenia pelnego dowodu
twierdzenia Carnot’a.

Materialy pomocnicze:
Przekatne w wielokatach
Wskazowki metodyczne:

Symulacje interaktywng mozna zastosowac¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem.
Mozna jg tez wykorzystac przy realizacji tematu o wlasnoSciach czworokgtow wpisanych
w okrag.


https://epodreczniki.pl/b/przekatne-w-wielokatach/PX5tzddpU

