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Zrédto: Artem Beliaikin, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W tym materiale wykorzystamy poznane wcze$niej metody rozwigzywania nierownosci
zawierajgcych mianownik, nawiasy lub wzory skroconego mnozenia. Skoncentrujemy si¢ na
trudniejszych nieréwnosciach, ktorych przeksztatcanie moze nie by¢ na poczatku
oczywiste.

Twoje cele

e Rozwiazesz trudniejsze nierownosci metoda nierownosci rownowaznych.
» Dopiszesz do nierownosci liczbe lub wyrazenie algebraiczne tak, aby nieréwno$c¢
spelniala okreslony warunek.




Przeczytaj

Przyktad 1

Wyznacz wszystkie liczby naturalne spetniajace nieréwnos¢
2—z) - (\/5 — :1:) (\/§ + :v) —52% > —3(—z — 1)°.

Najpierw rozwigzemy powyzszg nierownos¢, stosujgc wzor skréoconego mnozenia na
kwadrat sumy. Zauwazmy, Ze wyrazenie (—1 — z)? jest rownowazne wyrazeniu (1 + z)*.
Zapiszmy zatem roOwnanie w nowej postaci.

4—4z+2? — (2—2?) — 522 > —3(2? + 2z + 1)
Pozbywamy si¢ nawiasow.
4—dr+2* -2+ 2 —5z® > —3z® — 60 — 3
Redukujemy wyrazy podobne.
—3z% —4x+2> 3z —6x —3
Ponownie redukujemy wyrazy podobne.
~32° — 4z +2> —3z> — 6z — 3
—4x +2 > —6x — 3
—4z +6x > -3 — 2
2z > —5
T > —%

Poniewaz zbiorem rozwigzan nierownosci jest zbior (—2%, oo), wiec nieréwnos¢
speinia kazda liczba naturalna.

Przyktad 2
Rozwigz nieréwnosé (z — 3)° + 2z(z + 1) > z® — 722,
Najpierw zastosujemy wzor na szescian roznicy dwoch wyrazen.
x® — 9x% + 27z — 27 + 222 + 2z > 2° — Tz?

Redukujemy wyrazy podobne.
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3 — 92 + 27z — 27 + 222 + 2z > 2° — T2?
—9z% + 272 — 27 4 222 4 22 > —Tz?
—92% + 27z — 27 + 22° + 2z > — Tz’
—T2® + 29z — 27 > —Tz’
Ponownie redukujemy wyrazy podobne.
—Tz® + 29z — 27 > —Tx?
292z — 27 >0
Przenosimy wiadoma na prawg stron¢ nieré6wnosci.
29z > 27
Dzielimy obie strony nieréwnosci przez 29.
29z > 27 : 29
T > %
Przyktad 3

Znajdz wszystkie pary kolejnych liczb naturalnych nieparzystych takich, ze roznica
kwadratu mniejszej z tych liczb i kwadratu wigkszej z tych liczb jest nie mniejsza od
liczby (—24).

W tym przykladzie chcemy znalez¢ pary kolejnych liczb nieparzystych, zatem liczb
roznigcych sie o dwa. Zapisujemy odpowiednig nieré6wnosc.

(2n+1)* — (2n +3)* > —24
W rozwigzaniu nieréwnosci wykorzystamy wzor skroconego mnozenia na kwadrat sumy.
A4n? +4n+1— (4n® +12n+9) > —24

An? +4n+1—4n?2 —12n—9> —24

—8n —8> —-24
—8n > —16
n <2

Zatem liczban € {0, 1, 2}. OtrzymaliSmy trzy pary liczb speiniajgcych warunki zadania.



Sqto:1i3,3i5,5i7.

Przyktad 4
U —3(4+2v3) o
Wykaz, ze kazda liczba nie mniejsza od ——5— spetnia nierownos¢
a:—\/a \/g—i—m —\ 2
2(z +1)* — ( )3< ) >3- (:n—\/z) +2232,

Najpierw zastosujemy wzor skroconego mnozenia na kwadrat sumy dwoch wyrazen
(a + b)2, nastepnie wzor na roznice kwadratéow dwoch wyrazen a? — b* oraz wzér na
kwadrat réznicy dwoch wyrazen (a — b)2.

z—/6)(v6+z 2
2z +1)° - ( >3< ) >3 (:1:—\/5) +2222

2(:02—1—2:04—1)—%23—(&2\/§x+2)+2%a¢2

Pozbywamy si¢ nawiasow.

222 + 4z + 2 — ””23_6 23—x2+2\/§a:—2+2%x2
202 + 4z +2— 2 +2>3 — 2% + 222 — 2+ 2247
Obliczamy sumy wyrazow podobnych.
1%a32—|—4a:—|—4 > 1%x2+2\/§x+1
Redukujemy te same wyrazy wystepujace po obu stronach nieréwnosci.
122° + 4z +4>122° + 222 + 1
dz+4>2V2z+1

Przenosimy wyrazy z niewiadomymi na lewg strone, a liczby na prawa strone¢
niero6wnosci.

4z —2v2z > 14
4y — 2\/§$ > -3
Wytaczamy z poza nawias.

(4 . 2\/5):3 > _3

Dzielimy obie strony nieréwnosci przez 4 — 2v/2.



(4—2\/5);32—3‘;(4—2\/5)

-3
T >
— 4-2V2

Usuwamy nieré6wno$¢ z mianownika, mnozac licznik i mianownik utamka przez 4 + 22

. —3(4+2x/5)
~ (42v3) (4+2v2)

. —3(44;2&)

-3(4+2v2)
Wykazali$my, ze kazda liczba nie mniejsza od ——— spetnia nieré6wnosc.

Stownik
szescian réznicy dwoch wyrazen a i b

(a —b)* = a® — 3a%b + 3ab® — b°



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem. Spréobuj samodzielnie rozwigza¢ podane przyktady.
Sprawdz poprawnos$¢ Twoich rozwigzan z rozwigzaniami przedstawionymi w filmie. Czy
podane wskazéwki okazaty sie przydatne?

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D802h3rdo

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcy rozwigzywania nieréwnosci.

Polecenie 2

2
Rozwiaz nieréwnosé 3(3: — \/5) — w < 3%z

Polecenie 3

Rozwiaz nierownos¢ (2z — 3)° + 1222 < (2z + 3)° — 1222,



https://zpe.gov.pl/a/D802h3rdo

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dana jest nieréwnos¢ (z — 1)° — 3z2 > (z + 1)° + 3z2. Wybierz wszystkie zdania
prawdziwe.

Nieréwnosc jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej.
Dlax = \3/§ nierdwnos¢ jest prawdziwa.
Nieréwnosc jest sprzeczna dla dowolnej liczby ujemnej.

Nieréwno$¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby z € (—o0, 4).

O o o 0o d

Dla z = —2 nierdwnosc¢ jest sprzeczna.

(] Dlaz = /27 nieréwnoéc jest fatszywa.

Cwiczenie 2

Wskaz nierownosé, ktéra nie jest rownowazna pozostatym nieréwnosciom.
O (x-1>%>0
O Va2 -v2>0
O (z-27°>1

O 2*>1




Cwiczenie 3

Woybierz i wstaw w wolne miejsce takg liczbe lub wyrazenie algebraiczne, aby nieréwnosé:

byta tozsamosciowa.

27 || =922 +3 |30 || =922 — 30
27 30|

Cwiczenie 4

Zaznacz, ktéra liczba spetnia nieréwnos¢ (z + 1)° + (z — 1)° + 322 > (z — 1) + 8.
Wybierz wszystkie poprawne odpowiedzi.

o o 0o o 0O O
[~



Cwiczenie 5

Potacz w pary nieréwnosci réwnowazne.

(z+1)(z?—z+1) >z+° z < —10
(z+2)(z* — 2z +4)+ z <1
+3z > 1+ a3
(z—2) (2> + 2z +4)+—z > 2+ 23 3z > -7
(z—1)(z?+z+1) > 2z + 2° 2z < -1

Cwiczenie 6

Rozwiaz nieréwnosé¢ 922 < (a: + 3)3 — (w — 2) (:I:2 + 2z + 4), a nastepnie przeciagnij
w odpowiednie miejsca prawidtowe liczby.

lle liczb sposrod wymienionych: —\/5, —2,—573 @ 6%1 nie nalezy do zbioru rozwigzan

nierownosci?

Odpowiedz: ‘ ’

Jaka jest najmniejsza liczba catkowita ujemna, ktéra nalezy do zbioru rozwigzan nierdwnosci?

Odpowiedz: \ ]

Jaka jest najwieksza liczba catkowita ujemna, ktéra nalezy do zbioru rozwigzan nieréwnosci?

Odpowiedz: \ ]




Cwiczenie 7 @

Posortuj rozwigzanie nierownosci w odpowiedniej kolejnosci.

82% + 7x? + 62 — 10 > 8z% + 72® + 12z + 8 =
8z — 1227 4+ 6z — 1 — 9 + 42® + 152 > 8 + 12z + 622 + 2% + 723 + 22 =
—6x > 18 =
(2 —1)* — (3 —22)(3 4 2z) + 1522 > (24 z)° + 22(Tw + 1) =
6z — 12z > 8 + 10 =
< -3 s
6z — 10 > 12z + 8 =
Cwiczenie 8 @

Whpisz prawidtowa odpowiedz. Réznica kwadratéw dwaéch kolejnych liczb parzystych (od
kwadratu liczby mniejszej odejmujemy kwadrat liczby wiekszej) jest wieksza od liczby (—12).

lle jest par takich liczb?

Odpowiedz:




Dla nauczyciela

Autor: Jolanta Schilling

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozwiazywanie trudniejszych nieréwnosci liniowych
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) przeksztalca rownania i nierownosci w sposob rownowazny.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwiazuje trudniejsze nierownosci metoda nierownosci rownowaznych

 dopisuje do nieréwnosci liczbe lub wyrazenie algebraiczne, aby nierownos¢ spetniata
okreslony warunek

o przeprowadza rozumowania zwigzane z analizg nieréwnosci liniowych, formutuje
wnioski i uzasadnia ich poprawnos$¢

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

 analiza przypadku
o dyskusja



e konkurs zadaniowy
Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z przyktadami zadan umieszczonymi
w sekcji ,Przeczytaj”

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualne ogladajg film samouczek. Nastepnie wspolnie, pod
kierunkiem nauczyciela analizujg rozwigzania przyktadow. Nauczyciel wyjasnia
watpliwosci i odpowiada na konkretne pytania uczniow.

2. Uczniowie w grupach 4 osobowych rozwigzujg ¢wiczenia, uczestniczac w konkursie
zadaniowym.

3. Grupa, ktora pierwsza poprawnie rozwigze zadania otrzymuje ocene¢ bardzo dobry.

4. Uczniowie wspolnie omawiajg odpowiedzi i ewentualne problemy zwigzane
Z rozwigzaniami.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace rozwigzywania
nierownosci, ktore pojawity sie w ¢wiczeniach interaktywnych.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:
Rozwigzanie zadan umieszczonych w poleceniach pod filmem samouczkiem.
Materialy pomocnicze:

Nierowno$¢ liniowa


https://epodreczniki.pl/a/nierownosc-liniowa/D198XT24d

Wskazowki metodyczne:

Film samouczek moze by¢ wykorzystany przez chetnych uczniow do samodzielnego
przygotowania wilasnej prezentacji multimedialnej pokazujacej rozwigzywanie nieréwnosci
zawierajacych wzory skroconego mnozenia.



