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Zrodto: dostepny w internecie: pigsels.com, domena publiczna.

Funkcja wyktadnicza stuzy do opisu wielu zjawisk i wielkosci, ktore otaczajg nas w zyciu
codziennym. Przeksztalcenie wykresu tej funkcji wzgledem osi odcietych w ukiadzie
wspotrzednych powoduje, ze mogg zmienic si¢ jej niektore wtasnosci. W trakcie lekciji
omowimy, jak zmieni si¢ wykres oraz wlasnosci funkcji wyktadniczej po przeksztalceniu
w symetrii wzgledem osi X uktadu wspotrzednych.

Twoje cele

o Wymienisz wiasnos$ci funkcji wykladniczejna podstawie wykresu.
o Naszkicujesz wykres i odkryjesz wlasnosci funkcji wyktadniczej w symetrii wzgledem
osi odcietych ukiadu wspolrzednych.

o Wykorzystasz poznane wiasnosci do rozwigzywania zadan.



Przeczytaj

Funkcja wykladnicza nazywamy funkcje okreslong wzorem f(z) = a®, gdziea > 0ia # 1
orazx € R.

Wykresem funkcji wykladniczej jest krzywa wykladnicza.
W materiale oméwimy wykresy funkcji f(x) = a® i g(x) = —a” oraz ich wilasnosci.

Na rysunkach przedstawiono wykresy funkcji zadanych wzorami f(z) = 2%oraz

g(z) = (3)".
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Korzystajac z wykresoéw funkcji f(z) = a® mozemy odczyta¢ nastepujace wlasnosci:

 dziedzing funkciji jest zbior R, a zbiorem wartosci zbior R,

« wykres funkcji wyktadniczej f(z) = a” zawsze przechodzi przez punkt (0, 1), bo
a’ =1,

« funkcja jest malejagca dlaa € (0, 1) oraz rosnacadlaa € (1, 00),

 funkcja nie ma miejsc zerowych,

e dla dwoch dowolnych argumentow funkcja przyjmuje rozne wartos$ci, zatem jest
roznowartosciowa.
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Naszkicujmy wykresy funkcji okreslonych wzorami f(z) = —2” oraz g(z) = —(
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Korzystajac z wykresoéw funkcji f(z) = —a® mozemy odczyta¢ nastepujace wlasnosci:


javascript:void(0);

 dziedzing funkciji jest zbior R, a zbiorem wartosSci zbior R_,

 wykres funkcji wyktadniczej f(x) = —a”® zawsze przechodzi przez punkt (0, —1), bo
—a’ = -1

« funkcja jest rosnacadlaa € (0,1) oraz malejaca dlaa € (1, 00),

 funkcja nie ma miejsc zerowych,

e dla dwoch dowolnych argumentow funkcja przyjmuje rozne wartos$ci, zatem jest

roznowartosciowa.
Wiasnosé: odbicie symetryczne wykresu funkcji wyktadniczej

Wykresy funkcji f(z) = a” oraz g(z) = —a” sa symetryczne wzgledem osi X uktadu
wspotrzednych.

Wiasnosci funkcji wyktadniczych zadanych wzorami f(z) = a” oraz f(z) = —a™:
e majg ta samg dziedzing, ale rozne zbiory wartosci,
« wykres funkcji f(z) = a” przechodzi przez punkt (0, 1), a wykres funkciji f(z) = —a
przechodzi przez punkt (0, —1),
e dlaa € (0,1) funkcja f(z) = a” jest malejgca, za$ funkcja f(xz) = —a” jest rosnaca,
e dlaa € (1, 00) funkcja f(x) = a” jest rosnaca, za$ funkcja f(x) = —a” jest malejgca,
 funkcje nie majg miejsc zerowych,

x

e sgroéznowartosciowe.

W celu wyznaczenia zbioru wartosci funkcji o wzorze — f(x) w podanym przedziale,
wystarczy wyznaczy¢ zbior warto$ci dla funkceji okreslonej wzorem f(x).

Przyktad 1

Dana jest funkcja okreslona wzorem f(z) = 3”. Wyznaczymy zbior wartosci funkcji
zadanejwzorem g(z) = — f(x), jezeli jej dziedzing jest zbior (—2,1).

Poniewaz funkcja f jest funkcjg wykladniczg i rosngca, to funkcja g przyjmie warto$¢
najmniejsza dla najwigekszego argumentu, a warto$¢ najwieksza dla najmniejszego
argumentu.

Najpierw obliczymy te warto$ci dla funkcji f(z).
Zatem mamy f(—2) = 372 = & oraz f(1) = 3! = 3.
Dla funkciji g(z) warto$ci te wynoszg odpowiednio:
9(~2) = —f(~2) = — & oraz g(1) = —£(1) = 3.

Zatem zbiorem wartosci funkeji g(z) jest zbior (—3, — % ).



javascript:void(0);

Do wyznaczenia wlasno$ci wykresu funkcji — f(z), wystarczy zna¢ wlasnosci wykresu

funkcji f(z). Pokazemy to na przykladzie rozwigzania nieréwnosci, czy wyznaczenia

warto$ci najmniejszeji najwiekszej w podanym przedziale.

Przyktad 2

g(z) = —f(z).

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okreslonejwzorem f(z) = (\/ﬁ) " Niech

-5 —4 -3 -2

Dla zadanej funkcji wyznaczymy:

a) zbior wartosci funkciji g.

gjestzbior R_.

b) rozwigzanie nieréwnoséci g(x) < —1.

sam zbior liczb.

najmniejszego argumentu.

Poniewaz zbiorem wartos$ci funkcji f jest zbior liczb R, , zatem zbiorem warto$ci funkcii

Poniewaz f(z) > 1dlax € (0, 00), zatem rozwigzaniem nieréwnosci g(x) < —1 jest ten

c) warto$¢ najwieksza i najmniejszg w przedziale (—1, 2).

Poniewaz funkcja f jest wykladnicza i rosnaca, zatem funkcja g jest malejaca, wiec
warto$¢ najmniejsza przyjmie dla najwiekszego argumentu, a wartoS¢ najwickszg dla



o(-1)=—f(-1)=-(V3) =-F

9(2) = —f(2) = —(ﬁ)z — 3.

Zatem wartoS$¢ najmniejsza wynosi —3, a wartoS¢ najwieksza — 35

Przyktad 3

Sprawdzimy, czy istnieje taki argument, dla ktorego funkcje okreslone wzorami
f(z) = a” oraz g(x) = —a” przyjmuja takg sama wartosc¢.
W tym celu rozwigzemy rownanie f(z) = g(z).

Mamy a” = —a”.

Rownanie mozemy sprowadzi¢ do postaci 2a® = 0, czyli a® = 0, co jest niemozliwe, bo
funkcja wyktadnicza postaci f(z) = a” przyjmuje tylko wartosci dodatnie.

Zatem nie istnieje taki argument, dla ktorego podane funkcje przyjmuja taka samg

wartosc.

Stownik
funkcja wyktadnicza
funkcja postaci f(z) = a*, gdziea > 0ia # 1,z € R

przeksztatcenie wykresu funkcji -f(x)

odbicie symetryczne wykresu funkcji f(z) wzgledem osi X



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet, a nastepnie zaobserwuij, ktére wtasnosci funkcji okreslonej wzorem
f(z) = a” ulegaja zmianie przy przeksztatceniu — f(x).

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dk0yzb4r3

Polecenie 2

T
Dana jest funkcja f(x) = (\/5) . Niech g(z) = — f(x).
a) podaj wzér funkgji g,

b) sprawdz, czy g(—3) < ¢(2),

c) dla jakich argumentéw funkcja g przyjmuje wartos$ci mniejsze od —27


https://zpe.gov.pl/a/Dk0yzb4r3

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = 2% — 1.

Uzupetnij zdanie.

Zbiorem wartosci funkcji y = — f(x) jest przedzia’ri

\ (—1, 00) H (1, 00) H (—o00,1) ]




Cwiczenie 2 @)
Dana jest funkcja f(z) = (§)". Oznaczmy g(z) = — f(z). Potacz odpowiadajace sobie
wartosci funkcji g(z).

9(2) -1
g(-2) -3
g9(=1) -3
9(0) -9
Cwiczenie 3
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = — (%)m
Yi
5.4
Tokee
! e
-3 3 4 5 6 X
Wybierz stwierdzenia, ktore sa prawdziwe. Jezeliy = — f(x), to

(] funkcja ma jedno miejsce zerowe
(] zbiorem wartosci jest przedziat (—oo, 0)
(] zbiorem wartosci jest przedziat (0, 0o)

(] zachodzi warunek f(—1) = 2



Cwiczenie 4

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = 3*.

Niech g(z) = — f(x). Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami:

g(z) < —ldlaz € (‘ ’oo)
g(x) > —3dlaz € (—o0, ’)
g(x) = —9dlax :‘ ’
Cwiczenie 5

Wiadomo, ze dziedzing funkcji f(x) = —(%)x jest zbiér z € (—1,3).

(369 ] [649)] [ (-4 -) ]




Cwiczenie 6

X €
Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Wykresy funkcji f(x) = <\/§) oraz g(x) = — (\/5) :

() przecinaja sie w doktadnie jednym punkcie
() sa symetryczne wzgledem osi X uktadu wspétrzednych

() przedstawiaja funkcje malejace

Cwiczenie 7 @
Dany jest wykres funkcji f(z) = 42.

Pogrupuj elementy.

f(z)
funkcja jest malejaca
przechodzi przez II1i IV
¢wiartke uktadu wspoétrzednych
—f(z) przechodzi przez I i 11 ¢wiartke

uktadu wspétrzednych

funkcja jest rosngca ’

do wykresu funkcji nalezy punkt

(-1 %)

do wykresu funkcji nalezy punkt

(-1, -7)




Cwiczenie 8

)" sa

ol

Zaznacz prawidtowga odpowiedz. Wykresy funkcji y = (%)m orazy = —(
symetryczne wzgledem prostej:

O y==
(O z=0

O y=0



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykres i wlasnos$ci funkcji y = — f(x), gdzie f(z) = a”

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

12) na podstawie wykresu funkcjiy = f (x) szkicuje wykresy funkcjiy=f (x-a),y=f (x)+Db,
y=-f(x),y=f (-x);

14) postuguje sie funkcjami wyktadniczg i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu

i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami praktycznymi.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 szkicuje wykresy funkcji wyktadniczych symetrycznych wzgledem osi X uktadu
wspotrzednych,

» odczytuje wlasnosci funkcji wyktadniczejna podstawie wykresu,

» korzysta z wykresu i wlasnosci funkcji wyktadniczej w rozwigzywaniu problemow
matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



o dyskusja;
e burza mozgow;
 liga zadaniowa.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o przygotowanie oferty kredytow bankowych z réznych
bankow. Uczniowie powinni zanotowa¢ wysokos¢ maksymalnej pozyczki,
oprocentowanie oraz czas trwania kredytu. Uczniowie przygotowuja szkice wykresow
pokazujgcych saldo konta przy cigglym zacigganiu kredytow.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego si¢
uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwigzku z tematem lekcji? Uczniowie
metoda burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem lekcji.

2. Uczniowie omawiajg materiaty przygotowane na lekcje. Obliczajg w grupach wysokos¢
kapitatu, na podstawie zdobytych informaciji. Zauwazajg, ze funkcja wyktadnicza ma
zastosowanie do obliczania wysokosci kapitatu ztozonego na okreslony czas przy
ustalonym oprocentowaniu lub przy braniu kredytow.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajg si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyklady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiaja pytania na forum klasy. Odpowiadaja na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, Ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11i 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela



odpowiedzi. Reszta uczniow ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum.

4. Uczniowie rozwigzujg indywidualnie ¢wiczenia nr 6, 71 8. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel prosi uczniow o podsumowanie zgromadzonej wiedzy w temacie ,Wykres
i wlasnosci funkcji y = — f(x), gdzie f(z) = a™"

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Wykres i wlasnosci funkcji y = — f(x), gdzie

f(z) = a™).
Materialy pomocnicze:
o Przeksztalcenia wykresu funkcji wykladniczej
Wskazowki metodyczne:

o W celu poszerzenia wiadomosci i umiejetnosci ze zrealizowanego tematu, uczniowie
moga rozwigzac¢ zadania z e-podrecznika.

o Materiat z sekcji ,Aplet” mozna wykorzysta¢ do utrwalenia wiadomosci w omawianym
temacie lekciji.


https://epodreczniki.pl/a/funkcja-wykladnicza-i-jej-wlasnosci-przeksztalcanie-wykresu-funkcji-wykladniczej/DOgeKo121

