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Jak postugiwac sie wspotrzednymi wektora?

Czy to nie ciekawe?

W fizyce czesto uzywamy pojecia wektora. Wektor jest to uporzadkowana para punktow, ale
mozemy tez przedstawi¢ wektor w postaci graficznej. Jesli przedstawiamy wektor

w postaci symbolicznej, mozemy go opisac¢ przez podanie wspolrzednych jego punktu
poczatkowego oraz koncowego, ale mozemy tez opisa¢ go poprzez wspolrzedne wektora.

Twoje cele

W tym e-materiale:

zrozumiesz, czym sg wspotrzedne wektora,

zastosujesz te wiedze do wyznaczania wspoirzednych wektora,

objasnisz roznice miedzy wspolrzednymi wektora a wspolrzednymi poczatku i konca
wektora,

wykorzystasz wspolrzedne wektora do wykonania zaproponowanych ¢wiczen.



Przeczytaj

Warto przeczytac

Wektor jest to uporzagdkowana para punktoéw. Mozemy go przedstawi¢ w postaci graficzne;j,
za pomoca strzaltki lub poprzez podanie jego wspoirzednych. Wspotrzedne wektora opisujg
nam roznice miedzy punktem koncowym a poczatkowym wzdtuz kazdej osi.

Aby odrézni¢ wspolrzedne wektora od wspotrzednych jego punktu poczatkowego

i koncowego zapisujemy te pierwsze w nawiasach kwadratowych. Jako przyktad
rozpatrzmy wektor o poczatku w punkcie A(A4,, 4,) i koncu w punkcie B(B,, B,).
Wspolrzedne tego wektora zapisujemy:

AB = |(4B)., (4B),]

Wspolrzedng wzdluz osi x wyznaczamy nastepujgco:
(AB), = B, — A,

Wspotrzedng wzdtuz osi y wyznaczamy nastepujaco:
(AB), = B, — 4,

A teraz pierwszy przyktad: A = (0,0) i B = (4, 3) czyli poczatek wektora jest w poczatku
uktadu wspotrzednych, a jego koniec w punkcie (4, 3)

A, =0, 4,=0
B,=4, By=3
wiec:
Wspotrzedna wektora wzdtuz osi z:
(AB),=B,—A,=4-0=4
Wspotrzedna wzdtuz osi y:

(AB),=B,—A,=3—-0=3

—
Wspoltrzedne wektora AB:

—

B—|(B)., (4B)| = 1.3
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Zauwaz, ze wspotrzedna wzdtuz osi z jest rowna dlugosci sktadowej wektora wzdtuz tej osi,
natomiast wspolrzedna wzdtuz osi y jest rowna diugosci sktadowejwektora wzdtuz osi y
(patrz Rys. 1.).
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Rys. 1. Wektor AB o poczatku w punkcie (0, 0) i koncu w punkcie (4, 3) oraz wspotrzedne tego wektora.

— —
Pokazano tez sktadowe tego wektora: AB, oraz AB,

W drugim przyktadzie rozpatrzmy wektor o poczatku w punkcie (1, 2) i koncu w punkcie
(4,3)
A =1, Ay =2
B, =4, By=3
wiec:
Wspotrzedna wektora wzdtuz osi z:
(AB); =B, —A;,=4—-1=3
Wspotrzedna wektora wzdtuz osi y:
(AB)y=B,— A, =3-2=1
Wspotrzedne wektora A—B>:

—

B—|(B)., (4B)] = [3.1
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Rys. 2. Wektor AB o poczatku w punkcie (1, 2) i koncu w punkcie (4, 3) oraz wspotrzedne tego wektora.

— —
Pokazano tez sktadowe tego wektora: AB, oraz AB,

W trzecim przykiadzie (Rys. 3.) zobaczymy, ze wspolrzedne moga mie¢ warto$¢ dodatnia

lub ujemna. Dla wektora A—é gdzie A(4,3) a B(1,2)
A =4, Ay =3
B, =1, B,=2
wiec:
Wspotrzedna wektora wzdtuz osi z:
(AB)y =B, —A;=1—4=-3
Wspotrzedna wektora wzdtuz osi y:

(AB)y=B,— A, =2-3=-1
—
Wspoltrzedne wektora AB:

AB = [(AB)x, (AB)y] _ {—3,—1}
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Rys. 3. Wektor AB o poczatku w punkcie (4, 3) i koncu w punkcie (1, 2) oraz wspotrzedne tego wektora.

— —
Pokazano tez sktadowe tego wektora: AB, oraz AB,

Majac dane wspolrzedne wektora mozna w tatwy sposob okresli¢ jego kierunek, zwrot oraz
warto$¢. Nie mozna jednak okresli¢ jego punktu zaczepienia.

Kilka wektoréw moze miec¢ te same wspotrzedne, mimo ze wspotrzedne ich punktow
poczatkowych i koncowych sg rozne:

A(0,0), B(2,1) AB=[2,1]
C(-1,0), D(1,1) CD=[2,1]

E(1,2), F(3,3) EF=[2,1]
| E,/’/A'r G(0,-2), HR2-1) GH=[2,1]

1(3,-1), J(5,0) =[2,1]

Rys. 4. Pie¢ wektoréw o jednakowych wspoétrzednych i réznych punktach zaczepienia. S one wszystkie do
siebie réownolegte (majg ten sam kierunek i zwrot) i majg te same wartosci (dtugosci)



Wszystkie te wektory maja taki sam kierunek, zwrot oraz wartos¢, czyli sa sobie rowne.
Mozemy wigec wprowadzi¢ nowa definicje wektoréw rownych sobie:

Wektory sg sobie rowne wtedy, gdy maja rowne wszystkie swoje wspolrzedne.

Skoro wprowadziliSmy nowa definicje wektorow réwnych sobie, mozemy tez wprowadzic
nowa definicje wektoréw przeciwnych:

Wektory sa do siebie przeciwne, gdy kazde z ich wspoirzednych sg do siebie przeciwne.

— —
Tak wigc wektorem przeciwnym do wektora AB o wspoétrzednych AB = [ABm, ABy]

bedzie kazdy wektor o wspotrzednych [—AB,, — AB,|. Wektorem przeciwnym do wektora
s —
CD o wspoélrzednych CD = {1, 2] bedzie kazdy wektor o wspotrzednych [(—1), (—2)].

Postugiwanie si¢ wspotrzednymi wektora moze tez utatwic¢ ich dodawanie. Dodajac do
siebie dwa wektory, ktorych wspotrzedne znamy, dodajemy do siebie wspotrzedne tych
wektorow wzdluz poszczegolnych osi. W ten sposob otrzymujemy wspotrzedne wektora
bedacego wynikiem dodawania. Wezmy dla przykladu dwa wektory

— o
AB = {(AB)Q;, (AB)y} oraz CD = [(C’D)m, (C’D)y] . Ich suma jest wektor

BF = [(EF)x, (EF)y],gdzie:

(EF)J: = (AB):B + (CD)ac

(EF), = (AB), + (CD),
Gdy wiee AB — [1,2} aCD — !3,4],t0
EF = [(1 +3),(2 +4)] — {4,6]

W ten sam sposob mozemy odejmowac wektory. Na przyktad majgc dane wektory

— —
AB = {(AB)HE, (AB)y} iCD = [(C’D)m, (C’D)y}chcemy obliczy¢ wektor

7 7 > g
EF = CD — AB. Otrzymujemy wiec wektor EF = [(EF)m, (EF)y] , gdzie:

(EF)z = (CD): — (AB):

(EF)y - (CD)y - (AB)y

— —
Gdy wiec ponownie przyjmiemy, ze AB = [1, 2] aCD = {3, 4] , otrzymujemy:



Stowniczek
Twierdze Pitagorasa

(ang.: Pythagoras' theorem) twierdzenie pozwalajgce wyznaczy¢ dtugosc
przeciwprostokgtnejw trojkgcie prostokatnym z wzoru: ¢ = a? + b? gdzie ai b sa to
przyprostokatne a c to przeciwprostokatna w trojkacie prostokgtnym.

wektor

(ang.: vector) obiekt matematyczny opisywany za pomocg wielkosci: modutu
(nazywanego tez - zdaniem niektorych niepoprawnie - dtugoscig lub wartoscia),
kierunku wraz ze zwrotem (okreslajgcym orientacje wzdtuz danego kierunku); istotny

przede wszystkim w matematyce elementarnej, inzynierii i fizyce.



Film samouczek

Wspotrzedne wektora

Obejrzyj film, w ktoérym pokazano przykiad obliczania dlugosci wektora, gdy dane s3 jego
wspotrzedne.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Wystuchaj alternatywnej Sciezki lektorskiej samouczka.

Polecenie 1
Dwa wektory majg jednakowe dtugosci. Wiemy wtedy na pewno, ze:

() Ich wspétrzedne musza by¢ jednakowe.

() Ich wspétrzedne musza by¢ jednakowe albo przeciwne.

Ich wspétrzedne musza byc¢ jednakowe albo przeciwne, albo musza by¢ zamienione
miejscami.

O

Suma kwadratéw wspodtrzednych tych wektoréw musi by¢ taka sama, choc ich
wspotrzedne moga by¢ zupetnie rézne.



https://zpe.gov.pl/a/D2dmKQ6sD

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

—
Wspoétrzedne wektora A B pokazanego na rysunku to:

yll

[0,0]

[3,4]

[4,3]

o O O O

Na podstawie posiadanych danych nie mozna tego stwierdzi¢

9% /



Cwiczenie 2 @)
Wskaz zdanie prawdziwe:

() Jesli dwa wektory maja jednakowe wspdétrzedne, to nie moga sie niczym réznic.

O Wspobtrzedne wektora sg zawsze takie same jak wspoétrzedne jego punktu
koncowego.

O Majac dane wspoétrzedne punktu poczatkowego oraz punktu kornicowego wektora
mozemy wyznaczy¢ wspodtrzedne tego wektora.

Majac dang tylko dtugosc (warto$é) wektora mozemy wyznaczyé wspotrzedne tego
O wektora.

Cwiczenie 3 ®
Wskaz zdanie fatszywe:

() Majac dane wspétrzedne wektora mozemy wyznaczy¢ jego dtugos¢ (wartosé).

O Majac dane wspotrzedne wektora nie mozemy wskazac wspoétrzednych jego punktu
zaczepienia.

() Majac dane wspétrzedne wektora nie mozemy okresli¢ jego zwrotu.

() Majac dane wspoétrzedne wektora mozemy okresli¢ jego kierunek.



Cwiczenie 4

—
Na rysunku widzimy wektor AB. Wspétrzedne korica wektora to:

Odpowiedz: | ’, ‘ ].

<Y



Cwiczenie 5

—
Na rysunku ponizej widzisz wektor AB, ktory ma wspétrzedne [3, 2]. Ktory z pozostatych

wektorow widocznych na tym rysunku ma takie same wspotrzedne? Zaznacz prawidtowa
odpowiedz.

O ¢b
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O GH

O JI

Cwiczenie 6 @

Na rysunku widzisz pie¢ wektorow. Pod rysunkiem znajduja sie dwie kolumny. W kolumnie po
prawej stronie znajduja sie wspotrzedne wektorow. W kolumnie po lewej stronie znajduja sie
wektory widoczne na rysunku ponizej. Potagcz wspotrzedne (z prawej kolumny)

z odpowiadajacymi im wektorami (lewa kolumna).

ch [2,2]
17 [-3,-2]
AB [2,0]
EF [3,2]
GH [2,3]



Cwiczenie 7

— —
Mamy dane wektory AB = [1, —3] iCD = {—2, 4} . Ich suma jest (zaznacz poprawna

odpowiedz):

—
() Wektor AD =

—
() Wektor AD =

() Podano za mato danych, aby to stwierdzi¢.

Cwiczenie 8

1, 1]

—1,1]

s
() Wektor AD = {1, —1]

@

-2 AT . , . @
Mamy dane wektory AB = |1,—3| iCD = |—2,4/|. Wskaz poprawne réwnanie:

() EF=CD-AB
() EF=CD- AB
() EF=CD- AB

O
&
'1:]\/
I
Q
@\/
I
N
Ud‘/




Cwiczenie 9 @

—
Mamy dany wektor AB = [3, 4] , uzupetnij zdania:

—
Wektor AB = [3, 4] ma sktadowa wzdtuz osi ¢ o d’rugoéci‘ jednostki oraz
sktadowa wzdtuz osi y o dtugosci ‘ ’jednostki. Dtugosc tego wektora wynosi

—
’jednostek. Wektorem przeciwnym do wektora AB jest wektor

]

o wspotrzednych [‘

K




Dla nauczyciela

Imie¢ i nazwisko autora:
Przedmiot:

Temat zajec:

Grupa docelowa:

Podstawa programowa:

Ksztaltowane kompetencje
kluczowe:

Martyna Jakubowska
Fizyka
Jak postugiwac sie wspotrzednymi wektora?

III etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres
rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogolne

I. Wykorzystanie pojec¢ i wielkosci fizycznych do opisu
zjawisk oraz wskazywanie ich przyktadow w otaczajace;j
rzeczywistosci.

Zakres rozszerzony

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

I. Wymagania przekrojowe. Uczen:

5) rozroznia wielkosci wektorowe i skalarne, wykonuje
graficznie dzialania na wektorach (dodawanie,
odejmowanie, rozktadanie na sktadowe).

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia
informacii,

« kompetencje matematyczne oraz kompetencije
w zakresie nauk przyrodniczych, technologii
1 inzyniertii,

» kompetencje cyfrowe,
kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie
umiejetnosci uczenia sie.



Uczen:

1. zrozumie czym sg wspolrzedne wektora;
2. pozna roznice miedzy wspolrzednymi wektora
a a wspotrzednymi punktu poczgtkowego
i koncowego tego wektora;
3. zrozumie sposob wyznaczania wspoirzednych
Cele operacyjne: wektora:
4. przeanalizuje przyktady wykorzystania
wspotrzednych wektora;
5. zastosuje wspolrzedne wektora do wyznaczania
dtugosci wektora;
6. zastosuje zdobytg wiedze¢ teoretyczng wyznaczajac
wspolrzedne wektorow.

Strategie i metody - blended-learning,
nauczania: - nauczanie hybrydowe.

- film samouczek,

. e
ormy zajeé - praca w grupach.

- komputer z rzutnikiem,

. - kartka w kratke,
Srodki dydaktyczne: o W ¢
- linijka,
- dlugopis.
Przygotowany przez nauczyciela zestaw kilku zadan,
Materialy pomocnicze: analogicznych do tych z zestawu ¢wiczen, ktory
postuzy do zadania uczniom pracy domowe;j.
PRZEBIEG LEKCJI
Faza wprowadzajaca:

Rozpoznanie wiedzy uczniow: Czy uczniowie styszeli juz o wektorach? Czy wiedza,
czym s3 wektory (moze zetkneli sie z tym pojeciem na matematyce)?. Czy wiedzg, co to
sg wspotrzedne punktu?

Nauczyciel czyta i omawia ,Wprowadzenie”.

Faza realizacyjna:



Uczniowie samodzielnie czytajg blok tekstowy, po czym wspolnie ogladajg ,,Film
samouczek”.

Nauczyciel sprawdza, czy uczniowie maja pytania zwigzane z tekstem lub filmem.
Uczniowie wspolnie zastanawiajg si¢ nad pytaniami, ktore si¢ pojawity. Nauczyciel
naprowadza uczniéw na wiasciwe odpowiedzi. Uczniowie wracajg to wybranego
fragmentu tekstu lub filmu, jesli zajdzie taka potrzeba.

Uczniowie rozwigzuja zadania z Zestawu éwiczen, co stuzy wykorzystaniu

i ugruntowaniu zdobytej wiedzy.

Faza podsumowujaca:

Uczniowie w grupach omawiajg rozwigzania zadan. Wspolnie zastanawiaja si¢ nad tymi,
ktore sprawity im trudno$c¢. Kazda z grup omawia dwa wskazane przez nauczyciela
zadania ,na forum klasy".

Nauczyciel stwierdza, ktére zadania sprawity uczniom klopot i dlaczego. Poprzez
analize wypowiedzi uczniow nauczyciel okresla stopien osiggniecia wyznaczonych
celow lekciji.

Praca domowa:

Na podstawie dokonanej analizy, nauczyciel wybiera trzy zadania (sposrod
przygotowanych przed lekcjg), o zroznicowanym stopien trudnosci, analogiczne do
tych, ktore sprawily uczniom najwi¢cej problemow. Zadanie te stanowic bedg prace
domow3g dla uczniow.

Wskazowki metodyczne , , . , .
.. . Multimedium moze by¢ wykorzystane jako wstep do
opisujace rozne . , . ,
] lekciji lub w czasie lekcii tak, jak pokazano
zastosowania danego ,
A ) W scenariuszu.
multimedium:



