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Zrédto: dostepny w internecie: https: /www.istockphoto.com/pl/zdj%C4%99cie/prz%C4%99dzenia-%C5%BCyroskop-
gm533363021-56269848 [dostep 6.10.2019].

Czy to nie ciekawe?

Dla dowolnego obiektu srodek masy mozna znalez¢ doswiadczalnie albo obliczajac badz
konstruujac jego potozenie geometryczne. W przypadku przedstawionejna Fot. 1 pateczki
perkusyjnej mozna usitowac zsuwac do siebie dwa palce jednejreki - intuicja podpowiada,
ze blisko jej geometrycznego srodka; jesli pateczka reaguje zbyt zywo na zmiany potozenia
palcow, mozna jg zastgpic¢ tradycyjnym kijem od szczotki.

Konstrukcja geometryczna albo rachunki bedg wymagac¢ od nas pewnego obycia
z wektorami i znajomosci pojecia Sredniej wazonej.



Fot. 1. Podparta pateczka perkusyjna bedaca w réwnowadze.
Zrédto: Dariusz Aksamit, Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Fot. 2. Podparta pateczka perkusyjna obcigzona na jednym z koncéw dtugopisem, uktad bedacy
w rownowadze.
Zrédto: Dariusz Aksamit, Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Twoje cele

W tym e-materiale:

» dowiesz sig, jaka jest matematyczna definicja $srodka masy uktadu cial,

e wyznaczysz potozenie srodka masy prostych uktadow ciat lezagcych na jednej prostej
oraz uktadow przestrzennych,

» dowiesz sig¢, jak eksperymentalnie wyznaczy¢ srodek masy dowolnego obiektu.







Przeczytaj

Warto przeczytaé

Rys. 1. Srodek masy dwoch ciat.
Zrodto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Srodek masy obiektu to punkt, ktory czesto mozna traktowac tak, jak gdyby cata masa obiektu byta
skupiona w tym punkcie. Potozenie tego punktu w ciele lub uktadzie ciat zalezy od rozktadu masy. Jest
to Srednia wazona polozen wszystkich elementow ciala wzgledem tego punktu; za wagi przyjmujemy
wtasnie masy tych elementéw. Dla dwoch cial o masach m1 i m2 znajdujacych sie w odlegtosci ! srodek
masy S znajduje sie¢ w odleglosci x5 od poczatku ukladu O, jak na Rys. 1.:
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Przyklad 1 - srodek masy uktadu dwoch kul

Rozwiazujac przyktadowe zadania, wygodnie jest umiesci¢ srodek uktadu wspotrzednych (wzgledem
ktorego wyznaczymy srodek masy) w srodku jednego z cial. W powyzszym przykladzie, jesli
umiejscowimy punkt O w $rodku kuli o masie m, to wartos¢ z; wyniesie 0, a o = [, zatem wzor
uprosci sie do

mal
Ty = —————.
m1 + mo

W przypadku kul o tych samych masach mi1 = m2 = m otrzymamy

mol ml ml
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czyli srodek masy - zgodnie z intuicja - znajdzie si¢ posrodku tych dwoch ciat. Jesli przyjmiemy, ze
masy nie sg rowne i np. masa drugiej kuli jest trzykrotnie wigksza niz pierwszej, czyli ms = 3my
otrzymamy

B mzl B 3m1l o 3m1l B 3l
Ts = m1+m2 N m1—|—3m1 N 4m1 N 4 ’

Srodek masy znajdzie sie wiec blizej ciezszej z kul - doktadnie w 1/4 odlegtosci miedzy kulami.
Przyklad 2 - Srodek masy ukladu trzech kul lezacych na jednej prostej
Gdyby wzdtuz osi znajdowaly sie trzy kule, jak na Rys. 2., postapilibySmy analogicznie, obliczajac:

miTy + MaT2 + M3T3
mi + Mo + Mg
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Rys. 2. Uktad trzech kul lezacych na jednej prostej. llustracja do Przyktadu 2
Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Rozwazmy szczegolny przypadek, gdy mamy trzy kule o jednakowych masach (m = 1kg kazda).
Polozenia kul dlal; =1mil2 =2 m pokazano na Rys. 2. Przyjmujac $rodek uktadu wspoirzednych
w srodku pierwszej kuli, otrzymamy

o ml1+m(l1+l2) o l1—|—l1+2ll
T m+m+m 3

1
= 1—l1 ~ 1,3111
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Srodek masy takiego uktadu znajduje wiec sie ok. 33 cm na prawo od $rodkowe;j kuli.

W przypadku bardziej ztozonych ukladow, sktadajacych si¢ w ogdlnosci z n elementow, postepujemy
analogicznie, sumujgc masy i odlegtosci wszystkich elementow sktadowych danego uktadu:



n
mix, + moxs + ... + myxT, Zizl m;&;
mi +mo + ... + M)y Zn_lmi

:I:s:

Powyzsze wzory zaprezentowaliSmy dla prostej sytuacji jednowymiarowej, tj. dla mas utozonych wzdtuz
jednej prostej, do ktorej dostosowali$my o§ OX. Jesli natomiast mamy uktad wielu cial w przestrzeni, np.
jak na Rys. 3., nasze postepowanie bedzie analogiczne, tyle ze zamiast pojedynczej wspolrzednej ,

bedziemy potrzebowa¢ wektora w postaci

— — — n —
miry + mere + ... +my,7, o Zizl m;r;

o my+mg+...+m, a >ram;

0

Rys. 3. Cztery obiekty w przestrzeni tréjwymiarowej. Srednia wazona ich potozen daje w wyniku potozenie $rodka masy

uktadu, pominiete dla wiekszej czytelnosci rysunku.
Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Przyklad 3 - Srodek masy ukladu czterech jednakowych kul w dwoch wymiarach

Wspolrzedne srodka masy dla kazdej z tych osi wyznaczamy niezaleznie, tak jak we wczes$niejszych
przykladach. Wezmy przyktad czterech jednakowych kul zlokalizowanych w wierzchotkach prostokata
o bokach dtugosci xg, Yo, jak na Rys. 4.:
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Rys. 4. Uktad czterech kul o jednakowych masach, omawiany w przyktadzie 3
Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Gdzie znajduje sie srodek tego uktadu? Musimy oddzielnie znaleZ¢ polozenie dwoch wspolrzednych:

7; = [xs; ys), czyli oddzielnie przeprowadzimy sumowanie dla wspotrzednej z i y, jak na Rys. 5.:
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Rys. 5. Uktad czterech kul o jednakowych masach - rozwigzanie Przyktadu 3.
Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.
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Zatem wspolrzedne punktu bedacego srodkiem masy tego uktadu to (%:1:0, %yo). Jak widac jest to
punkt lezacy ,posrodku” tego uktadu, czyli w miejscu przecigcia si¢ przekatnych tej figury.

Przyklad 4 - Srodek masy ukladu czterech réznych kul w dwéch wymiarach



OczywiScie taka sytuacja jak w Przyktadzie 3 ma miejsce, jesli wszystkie czesci uktadu majg te samg
mase. Nie musi tak by¢; przyjrzyjmy sie sytuacji, gdy czwarta kula bedzie miala siedem razy wieksza
mase¢ od pozostatych kul:

 myz; +moxy +m3zs +myuxry  mO0+m0+ mzy+ Tmzyg 8z 0.8

B my + ma + ms + my m+m-+m+Tm 10 o0
miyr +moys + mays +mays = mO0+myo +mO0+Tmy, 8y

Ys = = = =0, 8yy.

m1 + me + ms3 + my m+m+m+Tm 10

Zatem wspoOtrzedne $rodka masy tego uktadu to [0, 8z; 0, 8yp|, co przedstawiono na Rys. 6.:
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Rys. 6. Uktad z czterema kulami, gdzie jedna ma siedmiokrotnie wieksza mase niz pozostate, omawiany w Przyktadzie 4
Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

W powyzszych przyktadach uzywaliSmy punktowych mas, czyli takich, ktorych rozmiar i ksztatt nie
mial znaczenia w rozwazanym przypadku. Jednakze mozemy analogiczne rozumowanie poszukiwania
srodka masy przeprowadzi¢ dla dowolnego przedmiotu - np. zastanowic sig, gdzie lezy srodek masy
kuli. GdybySmy podzielili t¢ kule na bardzo duzo bardzo matych elementow i przeprowadzili
analogiczne sumowanie, jak w przypadku wielu elementow, dojdziemy do oczekiwanego wniosku, ze
$rodek masy znajduje si¢ w geometrycznym $rodku kuli. Uogdlniajac, mozemy stwierdzic¢, ze jesli
przedmiot wykonany jest z jednorodnego materialu, to jego Srodek masy znajduje sie w jego Srodku
geometrycznym, jak na Rys. 7.:
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Rys. 7. Potozenie srodka masy w przypadku wybranych figur geometrycznych
Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Cialo o bardziej skomplikowanym ksztatcie mozemy podzieli¢ na kilka mniejszych, o prostszych
ksztattach, wyznaczy¢ dla kazdego z nich jego srodek masy, a nastepnie zgodnie z podanymi na
poczatku wzorami znalez¢ Srodek masy takiego uktadu.

Przyklad 5 - Srodek masy ukiadu bryl

Mamy trzy deski o dtugosciach [ =1m i grubo$ci h =5 cm i szeroko$ci d = 10 cm wykonane z réznego
rodzaju drewna, ustawione jak na Rys. 8. Dwie ustawione pionowo sg wykonane z sosny (gestos¢

ps = 700 %gg'), a deska ustawiona poziomo z debu (pg = 1080 %gy). Chcemy wyznaczy¢ srodek masy
tego ukladu cial. Rozwigzanie tego problemu bedzie sktadalo si¢ z trzech etapow.

Najpierw obliczymy mase kazdego z elementow, wiedzac, ze masa to iloczyn gestosci i objetosci,

kg

m; =mg =Vps =1lhdp; =1m-0,05m-0,1 m-700 — =
m

3,5 kg
kg
my =Vpg=1lhdpg=1m-0,05m-0,1 m-1080525,4kg

W drugim etapie geometrycznie ustalimy polozenie srodka masy kazdej z tych desek, sprowadzajac caly
uktad do prostszego, jak na Rys. 8.:
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Rys. 8. Uktad trzech desek opisany w Przykfadzie 5.
Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Pozostaje obliczy¢ z; i y,, wiedzac, ze srodek masy kazdejz desek znajduje si¢ na przecieciu jej
przekatnych, czyli w potowie jej dlugosci i szerokosci:

miT1 + Moy + M3T3 m1%+m2%—|—m1(l— %) - (ma + 52)1 -
* my + msy + mgs my + mg + mg 2mq + my
3,5kg+ < -5,4kg)lm 6 2ke-
_ (35ke+ 5 Jim _ 6,2ke = —0,50m =50cm .
2-3,5kg+5,4kg 12,4kg
miyr + mays +mays my+ +med +myt B myl +my s B
° mi + ma + ms3 mi + ma + ms3 2my + mo

3,5kg-1m+5,4kg- 1 -0,1m2 3 77kg- m

~0,304m = 30,4 cm
2.3,5kg + 5,4kg 12,4k

Podsumowujac, (x5, ys) = (50 cm; 30,4 cm)

Rys. 9. Potozenie srodka masy catego uktadu zaznaczono na czerwono, a srodkéw mas poszczegdlnych desek na czarno
Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Przyjrzyjmy sie temu wynikowi - jest on zgodny z analizg symetrii rozktadu masy w tym uktadzie.

W przypadku osi poziomej ci¢zar jest roztozony symetrycznie wzgledem pionowej przerywanej linii -
mamy identyczng deske z praweji lewej strony, stad srodek masy znajduje si¢ wtasnie posrodku, na tej
osi. W przypadku osi Y nie ma deski ,gornej’, co sprawia, ze srodek masy jest przesuniety w dot,



w strone dolnej deski. Poniewaz wymiary desek s identyczne, a dolna wykonana jest z gestszego
drewna, jest masywniejsza, wiec srodek masy jest blizej jej krawedzi niz bytby, gdyby wszystkie trzy deski
wykonane byly z tego samego drewna (co mozesz sprawdzi¢ wiasnymi obliczeniami).

Jesli ciato jest niejednorodne, czyli o zmiennej gestosci, postepujemy analogicznie - trzeba je podzieli¢
na tak male elementy, aby ich gestos¢ byta w dobrym przyblizeniu stata, a nastepnie przeprowadzic¢
sumowanie.

Wezmy przyktad akwarium z woda, do ktérego wsypano duzg ilo$¢ soli, bez mieszania, jak na Rys. 10.
Dolna warstwa bedzie warstwg roztworu nasyconego soli, o duzej gestosci, a gorna bedzie wodg stodka,
o mniejszej gestosci. Taki uktad podzielimy na dwie czeS$ci, obliczajgc srodek masy kazdego z nich
oddzielnie, jak na Rys. 11.:

stodka woda

\ stona woda /

Rys. 10. Zbiornik ze stong i stodkg wodg
Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Rys. 11. PotozZenie srodka masy kazdej z czesci sktadowych uktadu
Zrodto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Polozenie srodka masy mozemy wyznaczy¢ rowniez eksperymentalnie w bardzo prosty sposob - jesli
mamy w reku np. deske czy cegle, mozemy zmienia¢ punkt podparcia, szukajac wzdtuz réznych osi



miejsca, w ktorym podparte ciato zachowuje rownowage. Punkt podparcia, 0§ i sSrodek masy wyznaczaja
ptaszczyzne. Przeciecie trzech réznych takich ptaszczyzn wyznaczy nam $rodek masy przedmiotu.

Mozemy rowniez wprawic cialo w ruch obrotowy (np. rzuci¢ nim tak, zeby si¢ obracato w locie wokot
ktorejs osi) i obserwowac wokot jakiej osi bedzie wirowato - bedzie to o$ przechodzaca przez srodek
masy. Inng prostg metodg jest zawieszenie ciala na sznurku - niezaleznie, w ktorym punkcie zostanie
ono zaczepione, zawsze ustawi sie tak, ze srodek masy bedzie wypadat na osi wyznaczonej przez nitke,
jak pokazuje Rys. 12.:

Rys. 12. Schemat eksperymentu pozwalajacego ustali¢ potozenie sSrodka masy obiektu o ztozonym ksztatcie
Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Powtarzajac to doswiadczenie dla trzech réznych punktow zaczepienia, ustalimy, gdzie znajduje sie
srodek masy - bedzie to punkt, w ktorym przecinajg si¢ te osie.
Stowniczek

Punkt materialny

bezwymiarowy obiekt obdarzony masa.



Symulacja interaktywna

Jak wyznaczy¢ potozenie srodka masy uktadu ciat?

W sterowalnej samodzielnie animacji mozesz obserwowac zmian¢ potozenia Srodka
masy ukladu sktadajgcego si¢ z dwoch kulek w zaleznoSci od zmiany ich mas oraz

odleglos$ci miedzy nimi.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DMJZr5tGy

Polecenie 1
Zatézmy, ze poczatkowo masy kul sg réwne. lle razy trzeba zwiekszy¢ jedng z mas, zeby

srodek masy uktadu przesunat sie do 1/4 odcinkataczacego obie kule?


https://zpe.gov.pl/a/DMJZr5tGy

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

A

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.



Cwiczenie 3 ®
Oblicz potozenie srodka masy x, dla uktadu trzech kul o masach m1, my, ms, lezacych

na jednej prostej w odlegtosciach x; i 9 od siebie, jak na rysunku ponize;j:

\
Y
A

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.



Cwiczenie 4 O
Jesli przedmiot wykonany jest z jednorodnego materiatu, to jego srodek masy znajduje
sie w jego $rodku geometrycznym. Wskaz, gdzie znajduje sie srodek masy ponizszego
obiektu. Jest on ztozony z dwéch przylegajacych do siebie jednorodnych szesciennych

blokéw o boku dtugosci a, wykonanych z materiatéw o gestosciach p; i po

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Przyjmij, ze uktad wspotrzednych zaczyna sie w Srodku lewego boku bryty, a osie sg

rownolegte do jej krawedzi.

Podaj rozwiazanie dla przypadku szczegélnego a = 1 mip; = 2720 % (aluminium) i
py = T875 £ (selazo)

Cwiczenie 5 O

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Cwiczenie 6 O
Zapoznaj sie z trescig i rozwigzaniem ¢wiczenia 5. Czy lepiej, zeby cysterna byta jednym

duzym zbiornikiem, czy zeby byta podzielona na serie mniejszych?



Cwiczenie 7

Cwiczenie 8



Dla nauczyciela

Imie¢ i nazwisko
autora:

Przedmiot:
Temat zajec:

Grupa docelowa:

Podstawa
programowa:

Ksztaltowane
kompetencje
kluczowe:

Dariusz Aksamit

Fizyka
Jak wyznaczy¢ polozenie Srodka masy?
Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogolne

II. Rozwigzywanie probleméw z wykorzystaniem praw

i zaleznosci fizycznych.

III. Planowanie i przeprowadzanie obserwaciji lub
doswiadczen oraz wnioskowanie na podstawie ich wynikow.
Zakres rozszerzony

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

I. Wymagania przekrojowe. Uczen:

4) przeprowadza obliczenia liczbowe postugujac sie
kalkulatorem;

10) przeprowadza wybrane obserwacje, pomiary

i doSwiadczenia korzystajac z ich opisow; planuje

i modyfikuje ich przebieg; formutuje hipoteze¢ i prezentuje
kroki niezbedne do jej weryfikaciji;

III. Mechanika bryly sztywnej. Uczen:

1) wyznacza potozenie srodka masy uktadu ciat.

Zalecenie Parlamentu Europejskiego i Rady UE z 2018 r:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia
informacii,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje
w zakresie nauk przyrodniczych, technologii
1 inzynierii,

« kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie
umiejetnosci uczenia sie.



Uczen:

1. pozna matematyczna definicje Srodka masy uktadu ciat (i
Cele operacyjne: srodka ciezkosci).
2. obliczy srodek masy prostych uktadow ciat lezacych na
jednej prostej oraz na ptaszczyznie.
3. dowie sig, jak eksperymentalnie wyznaczy¢ Srodek masy.

Strategie i metody , ,
) Strategia eksperymentalno-obserwacyjna.
nauczania:

Formy zaje¢: Praca grupowa
Srodki dydaktyczne: -

Materialy pomocnicze: = -

PRZEBIEG LEKCIJI

Faza wprowadzajaca:

Nauczyciel przypomina pojecie srodka masy i zapisuje jak definiujemy go je
matematycznie.

Uczniowie w matych grupach rozwigzujg zadania 2, 3, 71 8, aby sprawdzi¢, czy radza
sobie z prostymi rachunkami.

Faza realizacyjna:

Nauczyciel przechodzi do zagadnienia srodka masy bryty, prezentujac np. zeszyt, deske,
cegle, tekturowy arkusz czy inny duzy przedmiot - i pokazuje, probujac podeprzec go
w roznych punktach, ze srodek masy znajduje si¢ w Srodku geometrycznym. Z tektury
uczniowie mogga wycig¢ rozne ksztalty (prostokaty, okregi, trojkaty), zaznaczy¢ na nich
markerem punkt, w ktorym trzeba je podeprzec, a nastepnie - od linijki - narysowac
odpowiednio ich przekatne, Srednice i sSrodkowe, a nastepnie pokazac, ze przecinaja
sie one wilasnie w tym wyznaczonym eksperymentalnie punkcie.

Uczniowie nastepnie samodzielnie rozwigzujg zadania rachunkowe, w szczegolnosci
zadania 71 8 z niniejszego e-materiatu.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel podsumowuje tresci przekazane w trakcie lekcji i zacheca do dalszego
eksperymentowania w domu. Nauczyciel zadaje prace domowa.

Dla uczniéw chetnych proponuje nastepujace doswiadczenie jako prace domowg:
uczniowie zawieszaja na nitce wybranye przez siebie nieregularne przedmioty - jak

w koncowej tresci animacji - i wykonuja ich zdjecia. W programie komputerowym moga
natozy¢ zdjecia na siebie w taki sposob, zeby widoczne byly rzuty tych obiektow wzdtuz
réznych osi. Osie te przechodzg przez Srodek masy. Wyniki uczniowe mogg
zaprezentowac klasie.



Praca domowa:

Zasugerowac rozwigzanie zadan, bedacych czescig tego e-materiatu, ktorych nie
rozwigzano w trakcie lekcij.

Wskazowki Animacja moze by¢ wykorzystana zgodnie ze scenariuszem.
metodyczne opisujagce | Zapoznanie si¢ z animacjg moze réwniez zosta¢ zadane
rozne zastosowania przez nauczyciela uczniom do domu w celu weryfikaciji
danego multimedium: przyswojonego materiatu.



