Proste rownolegte, proste prostopadte

Twierdzenie: Proste rownolegle. Wyznaczanie réwnania prostej, ktora jest rownolegta do
prostej o danym réwnaniu. ilustracje interaktywne: proste réwnolegle. Animacja: rysowanie
prostych rownolegtych.

Wyznaczanie rownania prostej k, ktora jest prostopadia do prostej o danym rownaniu.
[lustracja interaktywna: proste prostopadte.

Sprawdzanie, czy proste sa prostopadte. Sprawdzanie, czy trojkat jest prostokatny.
Wyznaczanie prostej prostopadtej do boku trojkgta. Rownanie prostej z parametrem.

Dopasowanie wzoru do prostej. Wyznaczanie rownania prostej. ROwnanie proste;
rownolegtej. Zasob zawiera zadania, w tym zadania interaktywne.

Wyznaczanie rownania prostej prostopadlej. Wyznaczanie prostej rownoleglej. Wyznaczanie
wspotczynnika kierunkowego prostej. Zasob zawiera zadania z rozwigzaniami, w tym
zadania interaktywne.

Okreslanie wzajemnego polozenia prostych. Okreslanie wspotczynnika kierunkowego
prostej. Wyznaczanie rownania prostej. Zasob zawiera zadania z rozwigzaniami, w tym
zadania interaktywne.



Proste rownolegte, proste prostopadte

Jak wiesz, jezeli wykresy funkciji liniowych sg do siebie rownolegte, to ich wspotczynniki
kierunkowe sg réwne.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/b/PsKHNS8nN
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Twierdzenie: Proste rownolegte
Proste o rownaniach

e m:y=aix+ b
e k:y=asx+ by

sa rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy ich wspotczynniki kierunkowe sg réwne.

a; = as.
Przyktad 1

Wyznaczymy réwnanie prostej k, ktora jest rownolegta do prostej o rownaniu
y = —3x + 4 i przechodzi przez punkt:

P=(-23).

Poniewaz proste sa rownolegte, to ich wspotczynniki sa rowne. Zatem rownanie proste;j
k mozemy zapisac

y=—3x+b.

Wspotrzedne punktu P = (—2, 3) spelniajg rownanie prostejy = —3x + b. Poich
podstawieniu do rownania otrzymujemy

3: _3‘(_2)+bv
wiec
b= -3.

Wynika z tego, ze prosta k ma rownanie y = —3z — 3.
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/RScrNcwjOrb7X
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia jak wyznaczy¢ réwnanie prostej rownoleglej do danej proste;j.

Przyktad 2

Dana jest prosta m o réwnaniu y = ax (a # 0). Ta prosta jest przekatng prostokata
ABCD, w ktorym B = (1, a) i D = (0, 0). Zbudujmy prostokat A; B;C; D, w ktérym
B; = (—a, 1). Niech prosta k przechodzi przez punkty B; i (0, 0). Pokazemy, ze te
proste przecinajg si¢ pod katem prostym, a iloczyn ich wspotczynnikow kierunkowych
wynosi —1.



file:///preview/resource/RScrNcwj0rb7X

Oba prostokaty sa przystajgce, a zatem odpowiednie katy miedzy bokami i przekatnymi

sg rowne.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wynika z tego, ze kgt miedzy prostymi zawierajagcymi przekatne prostokgtow jest suma
dwoch katow

B=a+ (90" — a),

czyli

B=90".

Zatem proste ki m sa prostopadte.

Prosta k ma réwnanie y = a;x, a punkt By ma wspotrzedne (—a, 1). Po podstawieniu
wspotrzednych punktu B; do rownania prostej otrzymamy

1=a;-(—a)

—1=a;-a.

Widzimy wiec, ze iloczyn wspotczynnikoéw kierunkowych dwoch prostych
prostopadtych wynosi —1.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/b/PsKHNS8nN
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie: Proste prostopadte

Proste o rownaniach m : y = a;x + by oraz k : y = asx + by sa prostopadte wtedy i tylko
wtedy, gdy ich wspotczynniki kierunkowe spetniajg warunek

ai - as — —1.
Wazne!

Jesli wspotczynnik kierunkowy jednej z prostych jest rowny 0, a wigc prosta jest
rownolegla do osi X, to prosta do niej prostopadta jest rownolegta do osi Y i opisana jest
rOwnaniem x = xo.

Przyktad 3

Napiszemy rownanie prostej k, ktora jest prostopadia do prostejo rownaniu y = 2z — 1
i przechodzi przez punkt P = (-2, 3).
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wspotczynnik kierunkowy a prostejy = 2z — 1 jest rowny 2. Rbwnanie prostej k ma
postac:

y=ajx +b.

Poniewaz proste sa prostopadte, to ich wspotczynniki kierunkowe speiniajg warunek
—1 = a - a1. Po podstawieniu a = 2 otrzymamy:

—-1=2-a
1
ar = ——.
T
Rownanie prostej k mozemy zapisa¢ w postaci y = — % x +b.

Wspoétrzedne punktu P = (—2, 3) spetniajg rbwnanie prostejy = — ; x + b. Poich
podstawieniu do rOwnania otrzymujemy:

wiec



Wynika z tego, ze prosta k ma rownanie

1
= ——z+ 2
Y=

Przyktad 4

Sprawdzimy, czy proste o rownaniach bz + 2y —15=0i—z 4+ 3y — 10 =0s3
prostopadte.

Oba réwnania zapiszemy w postaci kierunkowe;j.

1,10
y=3rT g

Wspotczynniki kierunkowe tych prostych sg rowne a1 = —% ias = %
Sprawdzimy, czy spetniony jest warunek a; - ay = —1.

Otrzymujemy —% . % # —1. Wynika z tego, Ze proste o réwnaniach

_ 5 .1
y=73 2
1,10

= —X —_—
Y= 37773

nie sg prostopadte.
Przyktad 5

Punkty A = (1,5), B= (4,0) i C = (5,4) sa wierzchotkami trojkata. Wykazemy, ze
trojkat ABC jest prostokatny.

Aby wykazac, ze ten trojkat jest prostokatny, wystarczy stwierdzi¢, ze dwie proste
zawierajace boki trojkata sg prostopadie.

Wspotczynniki kierunkowe prostych zawierajacych boki trojkata obliczymy ze wzoru
ya—ys

a — .
LTA—TB



Wynika z tego, ze te proste sg prostopadie. Zatem trojkat ABC jest prostokatny.
N Iy /

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 6

Wierzchotek C trojkata ABC ma wspoétrzedne (1, 6), abok AB lezy na prostej opisanej
rownaniem z + 6y — 8 = 0. Wyznaczymy rOwnanie prostej m zawierajgcej wysokos¢
trojkata, opuszczona na bok AB.

Réwnanie prostej, na ktorejlezy bok A B, mozna zapisa¢ w postaci kierunkowe;j

1L
=——z+1—.
Y= 7% 3

Prosta, zawierajgca wysokos¢ opuszczong na ten bok, jest do niej prostopadta, czyli jej
wspolczynnik kierunkowy musi spelnia¢ warunek

1
——-a; = —1.
6 M



Zatem

a1:6.

Rownanie prostej m mozemy zapisa¢ w postaci

y =6z + 0.

Wierzchotek C trojkata lezy na tej prostej, a jego wspolrzedne spetniajg to rbwnanie.
Mozemy obliczy¢ wartos¢ wspoétczynnika b

6=6-1+0b

b=0.

Réwnanie prostej zawierajacej wysoko$¢ trojkata, opuszczong na bok A B, ma postaé
y = 6.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 7

Ustalimy, dla jakiej warto$ci m prostay = %zr; — 2 jest prostopadta do proste;j
Y= (m2—12)a7—|—m—1.

Poniewaz proste sg do siebie prostopadte, to spelniony jest warunek



Wynika z tego, ze proste y = %m —2iy= (m2 — 12):c + m — 1 s3 prostopadte dla
m = 3lubm = —3.

Rownania tych prostychtoy = -3z +2iy = -3z — 4.

Cwiczenie 1 @)
Dopasuj wzér do prostej, a nastepnie przeciagnij i upus¢ odpowiednie wzory w puste pola na
grafice.
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y=2x—-1 y=3x—-10 y=2zx+12 y=4z+1 y=2zx-10

y=2x+10 y=2z+4+1 y=2zx—-4

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2 @)

1. Wyznacz réwnanie prostej rownolegtej do prostej o rownaniu y = %:c —4
i przechodzacej przez punkt A = (—3,5).

2. Wyznacz rownanie prostej rownolegtej do prostej o rownaniu 6 — 2y +3 =0
i przechodzacej przez punkt B = (2,1).

3. Uzasadnij, ze czworokat ABCD o wierzchotkach w punktach A = (2, —2), B = (6,0),
C = (5,3)iD = (3,2) jest trapezem.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3 >

Bok BC' rownolegtoboku ABC D jest zawarty w prostej o rownaniuy = —2x — 1, a bok AB
jest zawarty w prostej o réwnaniu y = —1. Wierzchotek D ma wspétrzedne D = (3, 3).
Wyznacz réwnania prostych zawierajacych boki AD i C'D tego réwnolegtoboku.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
(

Zrodto: Zespot autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4 C
Dopasuj wzér do prostych, a nastepnie przeciagnij i upus¢ odpowiednie wzory w puste pola
na grafice.

y=2w+% y=—%w—2 yz—%—i—?)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem, na ktérym znajduje sie wykres pewnej funkcji.

4 -3 2 -1 |01 2 3 4 5 6 7 8
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wyznacz wzér funkcji przedstawionej na rysunku. Uzupetnij ponizszy wzér, przeciagajac
w luki odpowiednie liczby lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy rozwijalne;j.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Cwiczenie 6

®

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem, na ktérym znajduje sie wykres funkcji —3x + 5y = 9
i punkt A.

Shy
4
3
=3+ 5y =9 2;
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zapisz réwnanie prostej rownolegtej do danej prostej i przechodzacej przez punkt A.

Uzupetnij ponizszy wzér, przeciggajac w luki odpowiednie liczby lub kliknij w luke i wybierz
odpowiedz z listy rozwijalne;j.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Cwiczenie 7 P

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem, na ktérym znajduje sie wykres funkcji —3x + 5y = 9
i punkt A.

Shy
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wyznacz rownanie prostej prostopadtej do danej prostej i przechodzacej przez punkt A.
Uzupetnij ponizszy wzér, przeciggajac w luki odpowiednie liczby lub kliknij w luke i wybierz
odpowiedz z listy rozwijalnej.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Cwiczenie 8 O

1. Wyznacz réwnanie prostej prostopadtej do prostej o rownaniu y = %a: —2
i przechodzacej przez punkt A = (3,1).

2. Wyznacz rownanie prostej prostopadtej do prostej o réownaniu —x + 2y + 6 = 0
i przechodzacej przez punkt B = (1, —1).

3. Uzasadnij, ze tréjkat ABC o wierzchotkach A = (1, —-1), B= (—3,1)iC = (4,5) jest
prostokatny.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9 ®

Potacz w pary réwnania prostych prostopadtych.

—r—2y=—4 y=—-4z+1
z—4y= -1 y=-3z+1
—z+3y=10 y=2z+1
—z+ty=2+% y=—3z+1

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 10 O

Potacz w pary rownanie prostej z réwnaniem prostej rownolegtej przechodzacej przez punkt

A.

—2z+3y=4 4z +3y=4,A = (0, 0)
—2z+y=-5 —4dz+3y=-4A=(-3,-1)
—4z+3y=9 —2x+y=-4A4=(3,1)
4r +3y =0 —2zx+3y=-5A4A=(1, 2)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11 O]

Wierzchotki tréjkata ABC to punkty o wspotrzednych: A = (4,1), B = (0,3), C = (2, —5).
Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej wysokos¢ trojkata poprowadzong z wierzchotka A.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 12 O

Zaznacz prawidtowe zakonczenie zdania. Wspotczynnik kierunkowy prostej rownolegtej do
prostej y = —2x + 3 jest rowny:

[\)

o O O
|
v

O 7

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 13 O

Ktoére z ponizszych réwnan jest réwnaniem prostej rownolegtej do prostej y = 3z — 1
i przechodzacej przez punkt P(—2, —3)? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

() y=3z-3
O y=3z+3
O y=-3z-9

O y=-2x-3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 14 O

Ktoére z rownan opisuje prosta prostopadta do prostej y = 2z + 3? Zaznacz prawidtowa
odpowiedz.

O y=-2z-7
O y=—5z+4
O y=32+2

O y=2z-3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 15 O

Jak potozone sg wzgledem siebie proste o réwnaniachy =3z —5iy = %af: + 3? Zaznacz
prawidtowa odpowiedz.

() pokrywaja sie
() saréwnolegteirozne
() saprostopadte

() przecinaja sie pod katem innym niz kat prosty
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 16 O

Prosta —x + 4y — 6 = 0 jest prostopadta do prostej y = ax + 3. Co z tego wynika? Zaznacz
prawidtowa odpowiedz.

1
O a=—-3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 17 P

lle jest rowny wspotczynnik kierunkowy prostej prostopadtej do prostej y = — %x + @?
Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O 2v2-2

O V2+1
2
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 18 O
Wyznacz rownania prostych prostopadtych do prostej y = —%w + 2 i przechodzacych przez

dane punkty. Uzupetnij zdania, przeciggajac w luki odpowiednie wzory lub kliknij w luke
i wybierz odpowiedz z listy rozwijalnej.

+ Prosta prostopadta, przechodzaca przez punkt M = (—1, 3), bedzie wyrazona

y=5z+5||y=52+8||y=5z| y=-52+20| y=>5z—5| y=>5z—20

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 19 P
Zaznacz prawidtowe zakonczenie zdania. Wzér funkcji liniowej, ktérej wykres przecina o§ Y
w punkcie (0, —2) i jest prostopadty do prostej y = —2x + 3, ma postac

O y=gz—2
O y=2—3
O y=—-5z+4

O y=zz+2

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 20 P
Punkty A = (3,5), B = (—2,—4), C = (6, —1) sa wierzchotkami tréjkata. Wyznacz
réwnanie prostej, na ktérej lezy wysokosc¢ tego trojkata poprowadzona z wierzchotka C.
Uzupetnij zdanie, przeciggajac w luke odpowiedni wzér lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz
z listy rozwijalnej.

ot

y:%w—%Hy:%w—Z’; ‘y:3$+1%Hyz—;x-l—%”yz—%a:—k%

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 21 ®

Punkty A = (2,6), B=(2,1),C = (—2,—2) i D = (—2, 3) sa wierzchotkami czworokata
ABCD. Uzasadnij, ze ten czworokat jest rownolegtobokiem.

Zrodto: Zespo6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 22 ®
Dla jakich wartosci parametru m prostek: y = (m +2)x — 1lil: y = (3m — 2)x + msa
rownolegte? Uzupetnij zdanie, wpisujac w luke odpowiednia liczbe.

Proste sg rownolegte dla parametru m réownego ‘ ’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 23 @

Dla jakich wartosci parametru m prostey = (m + 5)z — 2miy = %a: + 7 sg prostopadte?
Uzupetnij zdanie, wpisujac w luke odpowiednig liczbe.

Proste sg prostopadte dla parametru m réwnego ‘

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 24 @

Wykaz, ze trojkat o wierzchotkach A = (0,2), B = (3,1), C = (2, 3) jest prostokatny.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 25 0

Podstawa A B trapezu ABC D zawiera sie w prostej y = —3x + 5. Wyznacz réwnanie

prostej, w ktorej zawiera sie podstawa CD, jezeli C = (— %, — %) Zaznacz prawidtowa

odpowiedz.

(O y=3z+2

1 1
O y=—-3z—3%
(O y=-3z—2

O y=—3z+5

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 26 @

Punkty A = (1,—1), B= (3, 3), C = (0, 6) sa kolejnymi wierzchotkami réwnolegtoboku
ABCD. Wyznacz réwnania prostych, w ktérych zawieraja sie boki tego rownolegtoboku oraz
wspotrzedne wierzchotka D.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



