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Doswiadczenie losowe - co to takiego?
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Zrédto: Josh Appel, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

W naukach przyrodniczych uwaza sie¢, ze
kazde zjawisko ma swojg przyczyne. Jednak
w wielu przypadkach nie dysponujemy
wystarczajaca wiedzg (przynajmniej na razie),
by cho¢ w przyblizeniu okresli¢ przebieg
danego zjawiska. Przyktadem mogg by¢
zjawiska kwantowe (rozpady jadrowe, fale
elektromagnetyczne), czy losowanie kul

w Lotto. Teoretycznie wynik losowania kul
jest mozliwy do przewidzenia, jednak nawet
niewielki blad w pomiarze potozenia jednej
z kul, powoduje ogromna trudnos¢

v

w przewidzeniu potozenia pozostatych kul. § /// ,.
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Pojecie przypadku zalezy wiec od informacii,

ktorymi dysponuje osoba oceniajgca
zdarzenie. Fortuna - bogini zbiegdw okolicznosci, szczescia

Od zarania dziejow ludzie usitowali | prz€znaczenia

e e ;. , re Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
przewidzie¢ rozwoj wypadkow. Chodzili do eony ¢
domena publiczna.



wrozek, by poznac przysztosc¢ i pomoc fortunie.

Matematycy, choc¢ czesto bywali magami i alchemikami, nie bardzo wierzyli wyroczniom
i jasnowidzom. Woleli bra¢ los w swoje rece i tworzy¢ teorie, ktore miaty pomoc okresli¢
mozliwos¢ zajScia danego zdarzenia. Wymyslili wiec rachunek prawdopodobienstwa,
ktorego jednym z pojec¢ jest doSwiadczenie losowe.

Wiasnie poznanie tego pojecia bedzie tres$cig tego materiatu.

Twoje cele

Rozpoznasz doswiadczenie losowe.

Podasz przyklad doswiadczenia losowego.

Podasz przyklad doSwiadczenia, ktore nie jest doswiadczeniem losowym.

Uzasadnisz, ze dane doswiadczenie jest doswiadczeniem losowym.



Przeczytaj

Symbolem nieprzewidywalnosci, losowosci
(rowniez hazardu) jest gra w kosci. Jest
metamorfozg wszystkich dziedzin wiedzy
objetych mianem ,nauk przypadku”.

W miare postepu nauki, coraz mniej zdarzen
mozna nazwac przypadkowymi. Nawet
przewidywanie pogody, uwazane za
calkowicie niemozliwe, coraz czesciej
sprawdza si¢ w krotkich okresach czasu.

Zrédto: Arnaud 25, dostepny w internecie:
commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 4.0.

O procesie losowym mowimy jako o czyms co
ewaluuje w czasie, w sposob, ktorego wyniku
nie mozemy przewidzie¢. Klasycznym
przykladem jest dym wydobywajacy sie

z komina, ktorego doktadnego ksztattu

wczesniej nie mozna okresli¢c. Mozna jedynie
przypuszczac, korzystajgc z teorii

Zrédto: Jacek Halicki, dostepny w internecie:
prawdopodobienstwa, jak on moze wyglagda¢.  commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 4.0.

Z procesami zasadniczo losowymi mamy dos¢

rzadko do czynienia. A to, ze nie wiemy jaki bedzie wynik danego zdarzenia wynika z tego,
ze nie posiadamy dostatecznejliczby potrzebnych informaciji lub mamy ich zbyt wiele i nie
jestesSmy w stanie ich przeanalizowac¢. NajczeSciej zgadujemy, jaki bedzie final danej sytuacji
w sposob subiektywny - opierajgc sie¢ na przypuszczeniach. Jesli wezmiemy pod uwage
wiele podobnych zdarzen oraz ich wyniki i na tej podstawie wysnujemy wniosek, nasze
przypuszczenia beda bardziej obiektywne.

W teorii prawdopodobienstwa jednym z najwazniejszych pojec¢ jest doswiadczenie losowe.
Pojmowane jako pewien eksperyment, ktorego wyniku nie mozna przewidziec.
Eksperyment ten mozna powtarza¢ w teoretycznie takich samych warunkach, a wyniki
moga by¢ réozne. Wynik takiego eksperymenty jest dzialem przypadku. Wazne jest jednak,
ze zbior wszystkich mozliwych wynikow jest okreslony. Jesli tak okreslona procedura ma
tylko jeden mozliwy wynik, to mowimy Ze doSwiadczenie jest deterministyczne.

Definicja: Doswiadczenie losowe


javascript:void(0);

Doswiadczenie losowe, to doSwiadczenie, ktore moze by¢ powtarzane dowolnie wiele
razy w identycznych (lub zblizonych) warunkach, ktére ma kilka mozliwych wynikow
i ktorego wyniku nie daje sie jednoznacznie przewidziec.

Przyktad 1

Rzucamy symetryczng monetg.
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GROSZE

reszka

Mozemy otrzymac orla, albo reszke. Wyniku rzutu nie mozemy przewidziec.
Rzut monetg to przyktad doSwiadczenia losowego.

Przyktad 2

Rzucamy dwiema symetrycznymi nierozroznialnymi monetami. Tym razem mamy wiecej
mozliwych wynikow. Mozemy otrzymac¢ dwie reszki, dwa orty albo reszke i orta (nie
wazne jest przy tym na ktorej monecie wypadnie orzet, a na ktorej reszka). Wyniku rzutu
nie mozemy przewidziec.

Rzut dwiema nierozréznialnymi monetami to przyktad doswiadczenia losowego.

Przyktad 3

Tym razem rzucamy dwiema réznymi monetami. Na przyktad monetg pieciogroszowa
i jednogroszowa.



reszka reszka orzet

reszka

reszka orzet

Sa cztery mozliwe wyniki. Wyniku rzutu nie mozemy przewidziec.
Przyktad 4
Losujemy jedng pitke z pojemnika, w ktorym znajdujq sie pitki niebieskie, czarne i szare.

Pitek niebieskich jest tyle samo co czarnych, czarnych piltek jest tyle samo co szarych.

@ C

PILKA PItKA PILtKA
NIEBIESKA CZARNA SZARA

Mozna wylosowac pitke niebieska, czarng lub szarg. Wyniku losowania nie mozna
przewidzie¢. Losowanie pilki z tego pojemnika jest doSwiadczeniem losowym.



Przyktad 5

Rzucamy symetryczna, szescienng kostkg do gry.
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Mozemy wyrzucic¢ Scianke z 1, 2, 3, 4, 5 lub 6 oczkami. Wyniku rzutu nie mozna
przewidziec.

Rzut kostkg jest doSwiadczeniem losowym.

Przyktad 6

Obserwujemy walke dwoch szermierzy — pana A z panem B. Moze zwyciezy¢ pan A lub
pan B.

Czy wynik pojedynku jest doswiadczeniem losowym?

Nie, gdyz wynik zalezy w najwiekszym stopniu od umiejetnosci i doSwiadczenia
zawodnikow.

Przyktad 7

W pewnym sklepie stoi urna, do ktorej klienci mogg wrzucac kartki ze swoimi
nazwiskami. Raz dziennie losowana jest jedna kartka. Wylosowany klient otrzymuje
czekolade. Czy losowanie kartek (rozpatrywane w ciagu tygodnia) jest doSwiadczeniem
losowym?

Niestety nie, bo codziennie do sklepu przychodzg inni klienci i eksperymentu nie mozna
przeprowadzi¢ w tych samych warunkach.



Bedziemy rozpatrywa¢ doswiadczenie losowe, ktore ma co najmniej dwa wyniki. Kazdy
z pojedynczych wynikow to zdarzenie elementarne.

Przyktad 8

Podamy kilka przyktadow zdarzen elementarnych.

P . Przyklad zdarzenia
Doswiadczenie losowe
elementarnego

rzut czworoScienng kostkg, na ktorej zapisane sg

liczby 3,5,7,9 wyrzucenie 3

rzut trzema kostkami do gry wyrzucenie trzech ortow
rzut szeScienng kostkg i monetg wyrzucenie 6 i reszki
wyciggniecie z talii 52 kart jednej karty wyciggniecie damy pik

Jesli doswiadczenie losowe ma dokladnie dwa rozne mozliwe wyniki, nazywa si¢ proba
Bernoulliego, od nazwiska szwajcarskiego matematyka Jacoba Bernoulliego.

Definicja: Proba Bernoulliego

Proba Bernoulliego, to eksperyment losowy, ktory ma dwa rozne mozliwe wyniki. Wyniki
te zazwyczaj okreslane s3 jako sukces albo porazka.

Przyktad 9
Podamy kilka przyktadow klasycznych prob Bernoulliego.
Klasyczne przyktady prob Bernoulliego to:

e rzut monetg (orzel, reszka);

» narodziny dziecka (chlopiec, dziewczynka);

» zakup losu na loterii (wygrana, przegrana);

e wybor jednejz dwoch mozliwych odpowiedzi na pytanie, na ktore nie znasz

odpowiedzi (trafione, pudto).

Stownik
doswiadczenie losowe

to doswiadczenie, ktore moze by¢ powtarzane dowolnie wiele razy w identycznych (lub
zblizonych) warunkach, ktore ma kilka mozliwych wynikow i ktorego wyniku nie daje si¢
jednoznacznie przewidzie¢
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Film edukacyjny

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami doswiadczen losowych przedstawionymi w filmie edukacyjnym.
Podaj podobne przyktady.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DdLkPm8Xr

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej doswiadczen losowych.

Polecenie 2

W pudle znajdujg sie kartoniki, na ktérych zapisane sg cyfry 1, 2, 3. Po pie¢ kartonikéw z kazda
z zapisanych cyfr. Losujemy dwie cyfry i uktadamy z nich liczbe dwucyfrowa. Wypisz
wszystkie mozliwe liczby, ktére mozny w ten sposdb uzyskac.



https://zpe.gov.pl/a/DdLkPm8Xr

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz. Doswiadczeniem losowym nie jest:

() wylosowanie trzech kart z tali.

() otrzymanie oceny dobrej z matematyki z pracy klasowej.

() rzut kostka do gry i moneta.

() jednoczesny rzut piecioma monetami.

Cwiczenie 2

Zaznacz poprawng odpowiedz. W doswiadczeniu, zwanym proba Bernoulliego mozna
otrzymac

() niekonczenie wiele réznych wynikéw.

() co najmniej dwa rézne wyniki.

() doktadnie dwa rézne wyniki.

() mniej niz dwa rézne wyniki.



Cwiczenie 3 @

Doswiadczenie losowe polega na rzucie dwiema symetrycznymi sze$ciennymi kostkami do gry.
Zaznacz ktére zadanie jest prawdziwe, a ktore fatszywe.

Zdanie Prawda Fatsz

Najwieksza suma oczek na
obu kostkach, jaka mozna O O
uzyskac jest réwna 12.

Najmniejszy iloczyn oczek
na obu kostkach, jaki mozna O O
uzyskac jest rowny 6.

W wyniku dodawania oczek
na obu kostkach mozna
n s . O O
uzyskac 6 réznych liczb
pierwszych.

Najmniejsza réznica miedzy
liczbami oczek na obu O O
kostkach jest rowna 0.



Cwiczenie 4

Rzucamy szesciennymi kostkami (zwanymi kostkami Sichermana, od nazwiska ich twércy),
ktorych siatki przedstawia rysunek.

Uzupetnij tabelke, z zapisanymi wynikami, ktére mozna uzyskac. Przeciggnij odpowiednie pary
liczb.

1,2,3,41,1,3,1,2,3,4,3,1,4,3,4,4,4,1,5,2,5,3,5,1,6,3,6,4,6,1,8,2,8, 3, 8

1 3
) 6
1 1,1
1,4 1,5 L, 6
1,8
1



2 2, 3
2, 5

2,8

3 3, 1

3,4 3, 5 B, 6

3,8

1 1, 3

4,4 1, 6




Cwiczenie 5

Przeciggnij opisy eksperymentéw do odpowiednich pél.

Doswiadczenie losowe:

Wygrana w szachy przez pana
Kowalskiego.

Losowanie cukierka mietowego
z pudetka w ktorym sg cukierki
mietowe i czekoladowe.

Eksperyment, ktory nie jest doSwiadczeniem losowym:

Rzut czworoscienng kostka do
gry.

Wylosowanie wybrakowanego
towaru ze sprawdzanej partii
towaru.

Zakup cukierkéw w sklepie. ’

Rzut pitka do kosza przez

zawodnika.
Cwiczenie 6
Uzupetnij zdania, wpisujac odpowiednie liczby.
W rzucie trzema rozréznialnymi szeSciennymi kostkami do gryjest‘ zdarzen
elementarnych.
W rzucie szescienng kostka do gry i monetg jest ‘ ’ zdarzen elementarnych.

W losowaniu dwaoch kul z urny zawierajacej pie¢ kul biatych i dziesie¢ kul czarnych (kolejnos¢

losowania nie jest istotna) jest ’zdarzer'\ elementarnych.

Cwiczenie 7 @

W szufladzie znajduja sie 2 serwetki biate i 5 zielonych.

Doswiadczenie polega na wyciagnieciu najpierw jednej serwetki, nastepnie drugiej i kolejno
trzeciej.

Wypisz wszystkie mozliwe wyniki tych losowan, uwzgledniajac tylko kolory losowanych
serwetek. lle jest tych wynikow?



Cwiczenie 8 O

Doswiadczenie losowe polega na wylosowaniu 2 sposréd 6 osdb, przy czym nie jest wazna
kolejnos¢ losowania. Korzystajac z narzedzi kombinatorycznych okresl, ile jest mozliwych
wynikéw takiego wyboru.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Doswiadczenie losowe - co to takiego?

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» rozpoznaje doswiadczenia losowe

» podaje przyktady doswiadczen losowych

» podaje przyktad doSwiadczenia, ktore nie jest doswiadczeniem losowym
 uzasadnia, ze dane doswiadczenie jest doSwiadczeniem losowym

e wspolpracuje w grupie, petniac powierzone role

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e przecigganie liny
e studium przypadku



» kazdy jedno zdanie
Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda grupa uczniow miata
do dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metoda ,kazdy jedno zdanie” przypominaja sobie wiadomosci
z kombinatoryki — uczniowie kolejno podajg jeden wzor kombinatoryczny, informacije,
twierdzenie kombinatoryczne, itp.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalaja kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Jeden z uczniow, wskazany kilka dni wczesniej przez nauczyciela, przedstawia
»Studium przypadku” czyli opowiada o zdarzeniach, ktore rzekomo miaty miejsce
W ostatnim czasie w jego zyciu.

2. Zadaniem stuchaczy jest ustalenie, ktore z tych zdarzen mozna nazwac
doswiadczeniami losowymi, a ktore nie.

3. Wrazie watpliwosci, nauczyciel zadaje pomocnicze pytania.

4. Nastepnie uczniowie zapoznaja si¢ z materialem z sekciji ,Przeczytaj” i filmem
edukacyjnym.

5. Teraz uczniowie pracujg w grupach. Zadaniem kazdej grupy jest zaprojektowanie kilku
doswiadczen takich, ze niektore z nich mozna nazwa¢ doswiadczeniami losowymi,
ainne nie. Przy czym muszg to by¢ inne eksperymenty niz te, zawarte w materiatach.

6. Grupy kolejno demonstruja doswiadczenia, a pozostali metoda ,przeciggania liny”
usituja zdyskredytowac przygotowane eksperymenty, czyli udowodnic, ze
doswiadczenie losowe nie jest doswiadczeniem losowym, itd. Zadaniem grupy jest
obronienie swojego stanowiska.

7. Podsumowaniem tej czesci lekcji moze by¢ dyskusja - dlaczego wazne dla matematyka
jest ustalenie, ze pewne eksperymenty mozna nazwac losowymi.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec¢,
poznane wiadomosci, uksztaltowane umiejetnosci.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
grupy wzajemnie oceniaja swojg prace i prace osoby ,opowiadajacej.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych z sekciji ,,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

Podstawowe pojecia rachunku prawdopodobienstwa

Wskazowki metodyczne:

Film edukacyjny mozna wykorzysta¢ na zajeciach dotyczacych przestrzeni zdarzen
elementarnych - do okreslania liczby zdarzen w opisanych doswiadczeniach.


https://epodreczniki.pl/a/wprowadzenie/DLcIRSszV

