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Za pomocg rownosci miedzy wyrazeniami algebraicznymi mozemy wyrazac¢ zwigzki miedzy
roznymi zmiennymi.

Postac¢ takich rownosci przyjmuja na przyklad rézne prawa fizyczne czy chemiczne.

W tejlekcji zajmiemy si¢ przeksztatlcaniem rownosci, w ktorych wystepujg utamki
algebraiczne.

Twoje cele

» Przeksztalcisz podane wzory do innej postaci, wykorzystujgc operacje na utamkach
algebraicznych.
» Zastotujesz wzory skroconego mnozenia.

» Przeksztalcajgc wzory wyznaczysz z nich rézne niewiadome.



Przeczytaj

W tejlekcji zajmiemy si¢ przeksztatlceniami rownosci zapisanych z uzyciem utamkow
algebraicznych.

Kilka pierwszych przyktadow dotyczy rownosci a = x + % rozwazanejdla x # 0.
Przyktad 1

. . 1
Wiemy,ze a = = + .

L
72

Zapiszemy wyrazenie x? + - jako wyrazenie zawierajgce tylko zmienna a.
Rozwigzanie
Zauwazmy, ze a®> = (z + %)2 =22+ 2+ 3.
Zatem % + % =a? - 2.
Przyktad 2
Wiemy, ze a = = + %
Zapiszemy wyrazenie 3 + % jako wyrazenie zawierajgce tylko zmienng a.
Rozwigzanie
Zastosujmy wzor skroconego mnozenia na szescian sumy:
d=(z+1i)=a*+3-22- L4+3.2.- L+ L =
=2’+3-2+3- 1+ F ="+ 5 +3(z+1) =2+ &5 + 3a.
Zatem x> + % =a® — 3a.
Przyktad 3
Wiemy, ze a = = + %
Zapiszemy wyrazenie z* + ﬁ jako wyrazenie zawierajgce tylko zmienng a.
Rozwigzanie

1

7 przyktadu 1 wiemy, ze x> + = = a’ — 2.

Podstawmy ¢t = z? orazb =t + +.




Wiemy, ze t* + & = b* — 2.
Zatem

e L=yl =po2=(t+1)Y 2=

= (:1:2—|—§)2—2: (a2—2)2—2:a4—4a2—|—4—2:a4—4a2—|—2.

Kolejny przyktad jest troche¢ trudniejszy.

Przyktad 4

Wiemy, ze a = = + %

Zapiszemy wyrazenie |:)3 — %‘ jako wyrazenie zawierajgce tylko zmienng a.
Rozwigzanie

Zauwazmy, ze (:r—%)2:x2—2-x-%+%7 :x2+§f—2.

Zatem korzystajac z przyktadu 1 mozemy zapisac (:c — %)2 =a’-2-2=a’>—-4
Wiemy, ze v/t2 = |¢|. Zatem

o — 1| =va—4

Mozna udowodnic¢ (np. korzystajgc z nieréwnosci Cauchy'ego miedzy Srednig
arytmetyczng i geometryczng, co przekracza zakres biezgcejlekciji), ze wyrazenie z + %
nigdy nie przyjmuje warto$ci z przedziatu (—2;2), wiec dlax € R\ {0} wystepujacy we
wzorze pierwiastek zawsze istnieje.

Przyktad 5

. . . e 1ty 1-y
Wiemy, zedlay # liy # —lic= 1=, + 13,
Zapiszemy wyrazenie %y + ﬁy za pomoca zmienne;j c.

Rozwigzanie

Zapiszmy dwoma sposobami ¢ + 1:

_ 14y 1—y Yy

Y

)

[e+1=12 + 1
ic+1=%+i-




Po dodaniu obu réwnosci stronami uzyskamy:

1+y
1-y

2C+2:13y+;z+ Jr1—2m/
2c+2=c+ %+

1—Ey + li—y =c+2.

Zatem po podzieleniu przez 2:
T+ 1y = 3¢+ 1.

Przyktad 6

. . 01 1 _ 1
Dana jest zaleznoS¢ —- + ;T 5

z € R\ {0}
y € R\ {0}

Wyznaczymy dziedzing kazdego z ponizszych wyrazen i wykazmy, ze sg one
rownowazne podanej zaleznosci na cze¢sciach wspolnych swoich dziedzin.

Mozemy okresli¢ jej dziedzine: {

o OkreSlmy dziedzing:
x#0
)7{57 Y 7& 0 9999
1,1
>+ 5 70
czyli
” < /momtr, mtr).
o Przeksztal¢my rownosc % + % = % zapisujgc odwrotno$ci wyrazen po obu
stronach. Uzyskamy ﬁ = 5.
z Ty
o Wyrazenia % + % = L oraz 5 = 1+ s3 zatem réwnowazne, gdy

5 I

” < /momtr, mtr).
5(zx+y) ==y

= Po obu stronach réwnosci mamy tylko mnozenie i dodawanie, wiec jest
okreslona gdy
xERyER.

» Przeksztal¢my rownos¢ % + % = % wykonujac dodawanie po lewej stronie:
sr5=t

zty _ 1

Ty 5°


javascript:void(0);

Po obustronnym przemnozeniu przez S5zy uzyskamy

5(x +y) = zy.
= Wyrazenia % + % = % oraz b = Llj sq zatem rownowazne, gdy
Ty
77 (0)mtr.
zy
zty 5

» OkreSlmy dziedzing:
Wyrazenie w mianowniku nie moze byc¢ zerem, wiec
””(0)mtrmtr.

» Przeksztal¢my rownos¢ % + = = % wykonujac dodawanie po

1
y
lewej stronie:

Y 4oz 1
Ty + zy ~ b
Ty 1

zy = b
Zapisujac odwrotnosci obu stron uzyskanejrownosci uzyskamy

wyrazenie
Y E—
oty = O
.k . . . 1 1 o 1 Ty o
= Ztego wynika, ze wyrazenia - + - = & oraz 5~ = 553

rownowazne, gdy
””(0)mtrmtr.

» OkreSlmy dziedzing:
y#0

77{77 1 1
5y 70
czyli
99N,
0;5).
= Przeksztal¢my rownosc % + % = % przenoszac % na

279

drugg strone:
1 _ 1 _ 1

z 5 y
Zapiszmy teraz odwrotnosci wyrazen po obu stronach:
1

Tr =

S
< =

= Wyrazenia + +

1
1_
5

= % iz = sg zatem rownowazne,

@ |

gdy
”70)mtr.

Y=12-75

= Okre$lmy dziedzing:
77 5)mtr.



Stownik

dziedzina wyrazenia algebraicznego

, , 01 1 1
» Przeksztal¢my rownos¢ — + w = % Przenoszac

% na drugg strone:

1_1_ 1

y b x”

Wykonajmy odejmowanie:
1 _ =z _ 5

y bz 5z

1l _ z—5

y bz

Zastagpmy rOwnos¢ wyrazen po obu stronach

réwnoscia ich odwrotnosci:
5z

Y= 2-5-

Wyrazenia + + + = L iy = 2% sawiec
y s Ty = 5 1Y= 75 SawWIg

rownowazne, gdy

””0; 5)mtr.

wyznaczenie dziedziny to okreslenie dla kazdejzmiennej wystepujacej w wyrazeniu

warunkow, po ktorych spelnieniu wyrazenie przyjmuje jakas$ wartos¢



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng pokazujaca, jak przeksztatca¢ réwnosci zawierajace
utamki algebraiczne tak, by wyznaczy¢ jedng z wystepujaca w nich niewiadomych za pomoca
pozostatych niewiadomych. Jest to stosowana czasem w fizyce metoda z tréjkatem.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D2yqc7X9r

Polecenie 2

Wyznacz niewiadoma D ze wzoru % = %.

Polecenie 3

Wyznacz niewiadoma D ze wzoru A = %.

Polecenie 4

Wyznacz niewiadoma D ze wzoru C_LD = %.



https://zpe.gov.pl/a/D2yqc7X9r

Polecenie 5

Wyznacz niewiadoma D ze wzoru A =

Ql~

B

S|



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wyznacz y z wyrazenia x = %

y =
Cwiczenie 2

y+1

Wyznacz y z wyrazenia =—— =« — 1

‘a:2—:cHa:2+:c—1H:c2—zc—1Hx2—zc—|—1

Cwiczenie 3
Wyznacz z z wyrazenia -5 = 3.
€r =

______________

EEDIEIIE e

Cwiczenie 4

Wyznacz x z wyrazenia % + % =1.

5[] (5] [5]




Cwiczenie 5

Wyznacz s z wyrazenia ;37 —2s =t

s =

3t—t? 34t 3—¢3 3+t

2t2 2t 2t2 2t2

Cwiczenie 6
Wyznacz b z wyrazenia ﬁ =a-+ 1.
b=: !

3a+3 3a+4 3a—4 4—3a

a+1 a+1 a+1 a+1

Cwiczenie 7

Wskaz wszystkie wyrazenia rownowazne wyrazeniu ad = be
przy zatozeniu, ze a, b, c,d # 0
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Cwiczenie 8

. . a b o
Wiadomo, ze ¢+ — 25 =p.

’ . . 2 . .
Wyraz wyrazenie Z_Z + % uzywajac parametru p.

PP +1

70 =1

o o O O O O
=t

O 2p?

Cwiczenie 9

Dane jest wyrazenie % + % + % = 0.
Zatem
a =
b=
C =
be ___bc 2ac ab _ _2ac _ _3ab
c+3b 2¢+3b 2c+3a b+2a c+3a b+2a




Cwiczenie 10

Potacz w pary wyrazenia rownowazne na czesciach wspélnych swoich dziedzin.

y+2 3 Y= 2
2 _ 3 _ _ 2z-7
z+1 y 1 Y= —3

z+3 _ 2z+3

I B _ 3z+3
vz = 67 Y=71=2



Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przeksztalcanie wyrazen wymiernych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres podstawowy. Uczen:

7) mnozy i dzieli wyrazenia wymierne;

1
z+1

8) dodaje i odejmuje wyrazenia wymierne, w przypadkach nie trudniejszych niz: — %

1 1 1 z+1 z—1 .,
> Tt o T

9,

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» przeksztalca podane wzory do innej postaci, wykorzystujac operacje na utamkach
algebraicznych.

o przeksztalca wyrazenia wymierne przy pomocy wzoroéw skroconego mnozenia.

» wyznacza wskazane niewiadome ze wzoréow.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e analiza przypadku
e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem medium bazowego i ¢wiczen interaktywnych
o dyskusja

Formy pracy:

e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego
e pracaw grupach

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

1. Pracujac w parach, uczniowie analizujg si¢ przyktady zawarte w czesci ,,Przeczytaj’
oraz w medium bazowym. Poréwnuja swoje notatki, dyskutuja nad watpliwoSciami.

2. Konsultujac z nauczycielem, uczniowie wykonujg polecenie umieszczone pod medium
bazowym.

3. Nauczyciel dzieli uczniéow na grupy 3 osobowe. Kazdy uczestnik grupy otrzymuje inne
zadania do rozwigzania (wybrane z ¢wiczen 1-8).

4. Po rozwigzaniu zadania uczniowie spotykaja si¢ w grupach, ktore rozwigzywaty to
samo zadanie. Omawiaja rozwigzania, wyjasniaja watpliwosci.

5. Nastepnie wracajg do poczatkowych grup i przedstawiaja rozwigzania innym cztonkom
grupy.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ¢wiczen i wyjasnia
watpliwosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:

Uczniowie wykonujg pozostate ¢wiczenia.



Materialy pomocnicze:
Przeksztalcanie wyrazen algebraicznych
Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg wykorzysta¢ prezentacje multimedialng jako pomoc przy pracy w grupach
na lekciji oraz do utrwalenia informacji w domu.


https://epodreczniki.pl/a/wprowadzenie/DnVQzYxC1

