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Algorytm Euklidesa w jezyku Python

Zrodto: Alex Lehner, domena publiczna.

W tym e-materiale powtarzamy wiadomosci ze szkoty podstawowe;j.

Znamy juz Algorytm Euklidesa w dwoch wariantach. Stosujemy go jako metode wyznaczania
najwiekszego wspolnego dzielnika oraz najmniejszej wspolnej wielokrotnosci dwoch liczb.

Najwiekszy wspolny dzielnik wykorzystujemy np. podczas skracania ulamkow.
W tym e-materiale zaimplementujemy go w jezyku Python.

Ciekawi cig, jak wygladajg implementacje w innych jezykach programowania? Mozesz si¢
z nimi zapozna¢ w dwoch pozostatych e-materiatach z tej serii:

o Algorytm Euklidesa w jezyku C++,
o Algorytm Euklidesa w jezyku Java.

Wiecej zadan? Sigegnij do Algorytm Euklidesa - zadania maturalne.
Twoje cele

e Zaimplementujesz algorytm Euklidesa, wykorzystujacy metode odejmowania.
» Napiszesz program wykorzystujacy algorytm Euklidesa w wersji z dzieleniem
modulo.

o Porownasz efektywnos¢ obu wersji algorytmu Euklidesa.
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Przeczytaj

Przeanalizujmy dziatanie algorytmu Euklidesa w wersji z odejmowaniem. Oto jego realizacja
w jezyku Python:

def NWD_odejmowanie(x, y):

while x = vy:
if x > y:
X -=Y
else:
y -= X
return x

Wyznaczmy przykladowe NWD, uzywajagc powyzej zdefiniowanej funkciji:

NWD_odejmowanie (720424, 4)

4
NWD_odejmowanie(9203523424,23)
1

Sprobujmy wykorzysta¢ te metode w przypadku duzych liczb. W jezyku Python istnieje
ograniczenie maksymalnej wartosci typu int. Mozemy to sprawdzi¢, wywolujac
odpowiednie wlasciwosci modutow sys oraz platform:

import sys

print(sys.maxsize)

9223372036854775807

import platform

print(platform.uname())

uname_result(system='Linux', node='zorin-desktop', release='5.0.0
version="#33~18.04.1-Ubuntu SMP Tue Oct 1 10:20:39 UTC 2019',
machine='x86_64"', processor='x86_64")

Zatem najwieksza liczbg catkowitg, ktorg mozemy poda¢ w 64-bitowym systemie Linux, jest:



9223372036 854 775 807

Oto wersja programu, ktora liczy, ile operacji odejmowania nalezy wykonac¢ podczas
wyznaczania NWD:

def NWD_odejmowanie_zliczanie(x, Yy):
odejmowania = 0

while x != vy:
if x > y:
X -=Y
else:
y -= X

odejmowania += 1

print('NwD',x,"'; liczba odejmowan', odejmowania)

Wyznaczmy NWD dla liczb o wiele mniejszych niz maksymalna wartoS¢ int zapisana
w 64-bitowym systemie Linux:

NWD_odejmowanie_zliczanie(920354,22)

NWD 2 ; liczba odejmowan 41839

#
NWD_odejmowanie_zliczanie(9203523424,22)
NWD 2 ; liczba odejmowan 418341979

NWD_odejmowanie_zliczanie(927566801,22)
NWD 1 ; liczba odejmowan 42162136

Niewykluczone, ze obliczenia zajmg ponad minute. W przypadku bardzo duzych liczb

program uruchomiony na szybkim komputerze moglby pracowa¢ nawet kilkadziesigt minut

(ze wzgledu na duzg liczbe operacji odejmowania). Przedstawiamy obraz z Monitora
systemu - pokazuje on, ze nawet proste obliczenia potrafig obcigza¢ procesor:



[ ] Procesy Systemy plikéw = O x
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Zrodto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Polecenie 1 R

Mozemy zmierzy¢ czas niezbedny do obliczenia NWD. Sprobujmy napisa¢ funkcje

NWD_odejmowanie_zliczanie_czas(x, Y), ktéraoprocz liczby odejmowan poda czas
niezbedny do ich wykonania.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e X, VY - liczby catkowite

Wynik:

e NWD - liczba catkowita, najwiekszy wspdlny dzielnik liczb x i y

» odejmowania - liczba catkowita, liczba wykonanych operacji

e t - czas trwania programu; liczba rzeczywista



Na szczgscie proces wyznaczania NWD da sie zoptymalizowac. Przeanalizujmy
zmodyfikowang wersje algorytmu, tzw. obliczanie NWD metoda dzielenia z reszta.

Oto implementacja algorytmu w jezyku Python:

def NWD_modulo(x, y):

while y > 0:
modulo = x%y
X =Y
y = modulo
return x

Wersja programu, ktora zlicza wykonane operacje, moze wygladac nastepujaco:

def NWD_modulo_zliczanie(x, Yy):
dzielenia = 0

while y > 0:
modulo = x % vy
X =Y
y = modulo

dzielenia += 1

print('NwD',x,"; liczba dzielen', dzielenia)


javascript:void(0);

Wyznaczmy NWD dla duzych argumentow funkcji. Okaze sie, ze liczba wykonywanych
operaciji jest bardzo mata:

NWD_modulo_zliczanie(927566801,22)
NWD 1 ; liczba dzielen 3



Polecenie 2 R

Mozemy obliczy¢ czas niezbedny do wyznaczenia NWD. Zdefiniujmy funkcje

NWD_modulo_zliczanie_czas(x, Y), ktora oprocz liczby operacji zmierzy takze czas
ich wykonania.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e X, VY - liczby catkowite

Wynik:

e NWD - liczba catkowita, najwiekszy wspdlny dzielnik liczb x i y

e dzielenia - liczba catkowita, liczba wykonanych operacji

e t - czas trwania programu; liczba rzeczywista



Dla zainteresowanych
Mozemy obliczy¢ NWD dla wigcejniz dwoch liczb.

Obliczenie NWD dla trzech liczb odbywa si¢ w dwoch etapach. Najpierw wyznaczamy
NWD dla liczb pierwszeji drugiej oraz NWD liczb drugieji trzeciej. Nastepnie obliczamy
NWD dla otrzymanych wynikow. Przedstawmy te zasade za pomoca pseudokodu:

obliczenie NWD(a, b, c):

do zmiennej tymczasowej x przypisz NwD(a,b)
do zmiennej tymczasowej y przypisz NwWD(b,c)

wynikiem bedzie NWD(X,y)

# inny sposob rozwigzania problemu:
NwD(a, b, c)=NwWD(NwWD(a,b),c)



Problem 1

Algorytm Euklidesa wykorzystujacy odejmowanie opiera swoje dziatanie o spostrzezenie, ze
najwiekszy wspolny dzielnik jest réwny najwiekszemu wspdolnemu dzielnikowi mniejszej liczby
i réznicy liczb wiekszej oraz mniejsze;.

Napisz program, ktory obliczy najwiekszy wspolny dzielnik dwdch liczb catkowitych
dodatnich. Zaimplementuj algorytm Euklidesa, wykorzystujac:

e odejmowanie,

e reszte z dzielenia.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e a, b - liczby catkowite

Wynik:

e NWD - liczba catkowita, najwiekszy wspélny dzielnik liczby a i b

1 # Tutaj dodaj wxzasny kod. Uzyj funkcji
2 # print()



Polecenie 3

Poréwnaj swoje rozwigzanie z przedstawionym w filmie.

’
ll: ‘

/Klaorytm Euklidesa -
zastosowanie roznych petli

Implementacja algorytmu w jezyku Python

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RbNtfLMrgEPh1
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.


file:///preview/resource/RbNtfLMrgEPh1

Film nawigzujgcy do tresci materiatu: Algorytm Euklidesa zastosowanie roznych petli.

Stownik

modulo

operacja wyznaczania reszty z dzielenia dwoch liczb; dziatanie takie oznaczane
jest w Pythonie operatorem %
optymalizacja

upraszczanie procesu, poszukiwanie najlepszego rozwigzania z punktu widzenia
pewnego kryterium, np. liczby wykonywanych operacji przez procesor czy czasu
niezbednego do przeprowadzonych dziatan lub iloSci zajmowanej pamieci




Audiobook




Polecenie 1

Zapoznaj sie z audiobookiem opowiadajgcym o dziele Euklidesa, a nastepnie dowiedz sie, na
czym polega szyfr afiniczny.

Audiobook mozna wystucha¢ pod adresem: https:/zpe.gov.pl/b/PsWD7mNYO

Elementy i algorytm Euklidesa

Autorstwo Elementéw powszechnie przypisuje sie Euklidesowi, cho¢ coraz czesciej
pojawiajg sie gtosy, ze dzieto jest kompilacjg znanych juz wynikéw badan. Niezaleznie od
tego, jakiej czesci autorem jest rzeczywiscie Euklides, to dzieto podpisane jego imieniem

przetrwato.

Elementy byty kanonem nauczania matematyki az do konca XIX wieku - do tego czasu
doczekaty sie niezliczonej liczby wydan oraz ttumaczen. Szacuje sie, ze popularnoscig w
kwestii wydawania ustepuja jedynie Biblii.

Pierwszego polskiego ttumaczenia osmiu ksigg Elementéw pod tytutem Poczatkéw
geometrii ksigg oSmioro, to jest sze$¢ pierwszych, jedenasta i dwunasta dokonat na

poczatku XIX wieku Jézef Czech, ukazato sie ono w roku 1807 w Krzemiencu.

Dzieto Euklidesa sktada sie z trzynastu ksigg. Pierwsze cztery ksiegi poSwiecone sa
geometrii ptaskiej - planimetrii. W kolejnych znajduja sie zagadnienia arytmetyki oraz
stereometrii. Algorytm Euklidesa pojawia sie w ksiedze VII. Wyrdzniamy podstawowy oraz

rozszerzony algorytm Euklidesa.

Podstawowa wersja algorytmu Euklidesa pozwala wyznaczy¢ najwiekszy wspdlny dzielnik
dla dwéch liczb naturalnych. Rozszerzony algorytm Euklidesa wyznacza wspétczynniki
kombinacji dwéch liczb, ktéra w sumie daje ich najwiekszy wspdlny dzielnik. Tego typu
algorytm wykorzystuje sie w kryptografii zarowno do szyfrowania, jak rowniez tamania
szyfrow. Przyktadowo zostat on wykorzystany w szyfrze afinicznym w celu jak

najszybszego znalezienia elementu odwrotnego.

Znasz zastosowanie podstawowej wersji algorytmu. Algorytm rozszerzony pozwala na
rozwigzanie zagadki przelewania wody. W wersji ogdlnej ma ona nastepujgca postac:
dysponujesz dwoma czerpakami o pojemnosci m litréw oraz n litrow, pustym pojemnikiem
0 nieograniczonej pojemnosci oraz nieograniczong iloscig wody. W jaki sposéb napetnisz
pojemnik k litrami wody, jesli mozesz wode wlewac do pojemnika i z niego wylewac tylko

petnymi czerpakami?


https://zpe.gov.pl/b/PsWD7mNY0

Nieoczekiwanie wariacja opisanej zagadki matematycznej zrobita kariere w Hollywood. W
filmie z 1995 roku Szklana putapka 3 bohaterowie muszg jg rozwiazac, jesli chca rozbroic
bombe. Szczesliwie bohaterowie odrobili lekcje i udato im sie podac poprawng
odpowiedz.

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Polecenie 2

Znana jest nastepujaca tamigtéwka, do rozwigzania ktérej mozna wykorzystac¢ algorytm
Euklidesa. Mamy 8-litrowe naczynie petne wody. Za pomocg dwéch pustych naczyn

o pojemnosciach 3 oraz 5 litrow chcemy odmierzy¢ 4 litry wody. Sprébuj znaleZ¢ rozwigzanie
tej tamigtowki

Polecenie 3

Zapisz notatke, w ktorej podsumujesz najwazniejsze informacje przedstawione w audiobooku.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @



Cwiczenie 1 @

Napisz program, ktéry dla trzech liczb naturalnych: a, b, ¢ wypisuje dwie z nich, ktére maja
najwiekszy wspolny dzielnik.

Specyfikacja problemu:
Dane:

e a, b, c - liczby naturalne dodatnie
Wynik:

Na standardowym wyjsciu program wypisuje dwie sposréd trzech liczb, majgce maksymalny
NWD.

Jesli wszystkie pary maja taki sam NWD, program wypisuje komunikat:

1 Pary majg taki sam NWD

Przyktadowe wyjsciedlaa = 7,b = 100,c = 1560:

1 100 i 150

Twoje zadania

1. Program wypisuje dwie sposrdd trzech liczb, majgce maksymalny NWD.






Cwiczenie 2 O

Firma Warzywa Inc produkuje wtoszczyzne. Proces produkcji polega na umieszczeniu na
plastikowej tacce marchewek, pietruszek, porow i seleréw, owiniecie ich folig spozywcza
i zapakowaniu w kartony zbiorcze. Firmie udato sie zakontraktowac u rolnikéw a sztuk
marchewek, b sztuk pietruszki, ¢ sztuk poréw i d sztuk seleréw. lle jednakowych paczek
wtoszczyzny moze przygotowacd do sprzedazy filma Warzywa Inc, tak aby byto ich jak
najwiecej?

Prezes firmy, Jan Bajtek nie lubi marnowania zywnosci - zawsze zamawia warzywa w taki
sposo6b, aby produkcja odbywata sie bez strat i wykorzsytane byty wszystkie warzywa.

Swoje rozwiazanie przetestujdlaa = 210, b = 150, ¢ = 90, d = 60.
Specyfikacja problemu:
Dane:

a - liczba marchewek; liczba naturalna dodatnia

b - liczba pietruszek; liczba naturalna dodatnia

¢ - liczba poréw; liczba naturalna dodatnia

d - liczba selerow; liczba naturalna dodatnia

Wynik:

Na standardowym wyjsciu program wyswietla liczbe paczek wtoszczyzny.

Twoje zadania

1. Program wypisuje liczbe paczek wtoszczyzny, ktére uda sie wyprodukowac z zadanej
liczby warzyw.






Cwiczenie 3 @

Bajtazar chce wyremontowa¢ posadzke w swojej kuchni o wymiarach x nay. W tym celu chce
zakupi¢ kwadratowe kafelki o boku dtugosci a (jednostki sg ustandaryzowane). Bajtazar chce
kupi¢ mozliwie jak najmniej kafelek - zaktadamy, ze w sklepie bedzie mégt dobra¢ dowolny
rozmiar, ktory idealnie wpasuje sie w podtoge kuchni (nie bedzie koniecznosci docinania ani
kupowania na zapas). Bajtazar nie lubi monotonni - kafelki bedg w dwdch kolorach: morskim
oraz fioletowym, utozone naprzemiennie.

Poméz Bajtazarowi przy remoncie: policz jaki wymiar a powinny mie¢ kafelki oraz ile powinien
ich kupi¢ w kazdym z koloréw. Bajtazar chciatby rozpocza¢ uktadanie kafelek od lewego
goérnego rogu kuchni. W tym miejscu wymarzyt sobie morski kafelek.

Przyktad:

Podtoga o wymiarach x=300 i y=400. Dtugos¢ boku kafelka to a=1080. Musi zakupi¢ 6
kafelkow morskich i 6 fioletowych.

x = 300

y =400

a =100

-

a=100

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Swoje rozwigzanie przetestuj dla x wynoszacego 640, y rownego 400.

Specyfikacja problemu:



Dane:

e X,y - szerokos¢ i dtugosc¢ podtogi; liczby naturalne dodatnie

Wynik:

Na standardowym wyjsciu program wyswietla w kolejnych wierszach: dtugosé boku kafelka
(a), liczbe kafelkéw morskich oraz liczbe kafelkéw fioletowych.

Przyktadowe rozwigzania:

Podtoga o wymiarach x=300 i y=400. Dtugos¢ boku kafelka to a=100. Musi zakupi¢ 6
kafelkdw morskich i 6 kafelkéw fioletowych.

Podtoga o wymiarach x=100 i y=100. Dtugos¢ boku kafelka to a=100. Musi zakupi¢ 1
kafelek morski.

Twoje zadania

1. Program liczy dtugos¢ pojedynczej kafelki oraz wskazuje liczbe kafelek fioletowych i
morskich.






Dla nauczyciela

Autor: Adam Jurkiewicz
Przedmiot: Informatyka

Temat: Algorytm Euklidesa w jezyku Python
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
podstawowy i rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera i innych
urzgdzen cyfrowych.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) sprawnie postuguje si¢ zintegrowanym Srodowiskiem programistycznym przy
pisaniu, uruchamianiu i testowaniu programow;

I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

1) zapisuje za pomoca listy krokow, schematu blokowego lub pseudokodu,
i implementuje w wybranym jezyku programowania, algorytmy poznane na
wczesniejszych etapach oraz algorytmy:

a) algorytm Euklidesa w wersji iteracyjneji rekurencyjnej wraz z zastosowaniami,

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:



« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

o Zaimplementujesz algorytm Euklidesa, wykorzystujacy metode¢ odejmowania.
» Napiszesz program wykorzystujacy algorytm Euklidesa w wersji z dzieleniem modulo.
e Porownasz efektywnos¢ obu wersji algorytmu Euklidesa.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
» Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;
pracaw grupach,;
praca calego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

» oprogramowanie dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersji), w tym PyCharm lub IDLE.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zajeé. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostepnia e-materiat:
»2Algorytm Euklidesa w jezyku Python”. Uczniowie majg zapoznac si¢ z tresciami
w sekcji ,Przeczytaj”
Chetny lub wybrany uczen przygotowuje rozwiazanie polecenia nr 1 z sekcji
~Przeczytaj’. Bedzie pelnil role eksperta podczas zajec.



Faza wstepna:

1. Nauczyciel wySwietla temat i cele zaje¢. Prosi uczniow, by na podstawie wiadomosci
zdobytych przed lekcjg zaproponowali kryteria sukcesu.

2. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Nauczyciel prosi wybranego ucznia lub uczniéw
o przedstawienie sytuacji problemowej zwigzanej z tematem lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Przeczytaj”. Uczniowie
wykonuja polecenie nr 1: ;Mozemy zmierzy¢ czas niezbedny do obliczenia NWD.
Sprébujmy napisa¢ funkcje NWD_odejmowanie_zliczanie_czas(x, Yy),ktora
oprocz liczby odejmowan poda czas niezbedny do ich wykonania” oraz polecenie nr 2:
»Mozemy obliczy¢ czas niezbedny do wyznaczenia NWD. Zdefiniujmy funkcje

NWD_modulo_zliczanie_czas(x, V), ktéraoprécz liczby operacji zmierzy takze
czas ich wykonania”

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartosc¢ sekcji ,Audiobook”. Uczniowie
wspolnie zapoznajg si¢ z poleceniem 1i analizujg prezentacje. W kolejnym kroku dzielg
sie swoimi spostrzezeniami na forum klasy.

3. Cwiczenie umiejetnosci. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie nr 1,

a nastepnie porownujg swoje odpowiedzi z kolega lub kolezanka.

4. W kolejnym etapie uczniowie dobierajg si¢ w pary i wykonuja ¢wiczenia nr 2-3.
Nastepnie konsultuja swoje rozwigzania z inng parg uczniow i ustalajg jedna wersje
odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Na koniec zaje¢ z programowania w Pythonie nauczyciel prosi uczniow o rozwinigcie
zdania: ,Na dzisiejszych zajeciach nauczytam/tem si¢ jak..."

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja polecenie nr 2 z sekcji ,Audiobook”.
Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersiji).
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania PyCharm lub IDLE.

Wskazowki metodyczne:

» Tresci w sekcji ,,Przeczytaj” mozna wykorzystac jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy uczniow.



