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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Pod koniec lat siedemdziesigtych ubiegtego
wieku, na opakowaniu gorgcej czekolady,
holenderskiej marki Droste, zamieszczono
wizerunek pielegniarki niosgcejtace

z filizanka i pudetkiem kakao, tejze marki.

Powstal w ten sposob rodzaj rekurencyjnego
obrazu, nazwany efektem Droste.

Obraz utworzony wedtug efektu Droste
zawiera mniejszg wersje samego siebie. Ta
mniejsza wersja moze zawierac jeszcze
mniejszg wersje w tym samym miejscu, i tak
dalej. Taka procedura moze si¢ powtarzac
w nieskonczonosc.

W klasycznym modelu Droste wymiary
poszczegolnych obrazow tworzg ciag
geometryczny o ilorazie mniejszym od 1,
okreslony w sposob rekurencyjny.

Pudetko kakao Droste
Zrodto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
domena publiczna.



Rekurencyjne okreslenie ciggu geometrycznego, bedzie tematykg tych materiatow. Jesli
masz artystyczng dusze, moze zainspirowany tresciami zawartymi w tym materiale,
wymyslisz nowy, oryginalny sposob graficznego obrazowania rekurenciji.

Twoje cele

o Okreslisz cigg geometryczny w sposob rekurencyjny.
» Na podstawie wzoru rekurencyjnego ciggu geometrycznego, wyznaczysz wiasnosci

tego ciagu.



Przeczytaj

Rekurencja, zwana rowniez rekursja (fac. recurrere - przybiec z powrotem), to jedna

z najwazniejszych metod informatycznych konstruowania rozwigzan i algorytmow. Algorytm
rekurencyjny to taki, ktory korzysta z samego siebie. Podobnie - istotg definicji rekurencyjnej
jest odwolywanie si¢ do samej siebie. W takiej definicji ciggu w wyrazeniu definiujgcym, obok
symbolu zmiennejn wystepuje symbol definiowanego ciggu. Zatem wyraz ciggu zalezy nie
tylko od zmiennejn, ale tez od jednego lub kilku wyrazéw poprzednich.

Definicja: Definicja rekurencyjna ciggu
Mowimy, ze ciag jest zdefiniowany rekurencyjnie, jezeli:

» okreslony jest pewien skonczony zbior wyrazow tego ciggu (zwykle jest to pierwszy
wyraz ciggu lub kilka jego pierwszych wyrazow),

e pozostale wyrazy ciggu sg zdefiniowane za pomocg poprzednich wyrazow tego ciagu.
Wzér definiujgcy ciag w taki sposodb, nazywamy zalezno$cia rekurencyjna.

Aby zapisa¢ zaleznos¢ rekurencyjng dla ciggu geometrycznego (co najmniej trzywyrazowego),
ustalamy najpierw pewnag liczbe¢ a (pierwszy wyraz ciggu) i liczbe g (iloraz ciggu).

Wzor rekurencyjny ciggu geometrycznego (ay,):

{al =a

Ant1 = Qp * q,
gdzie:

a — pierwszy wyraz ciagu,

q - iloraz ciagu,

n=1,2, 3,4, ...

Przyktad 1

Zapiszemy wzor rekurencyjny ciggu geometrycznego siedmiowyrazowego (a,,)
o wyrazach:

11
I 5. 1,2,4,8,16.
Odczytujemy pierwszy oraz drugi wyraz ciggu i okreslamy iloraz ciggu.

1
Cbl—z



javascript:void(0);

Zapisujemy wzOr

_ 1
{‘“ B ,gdzie n=1,2,3,4,5,6,T7.
Anil = 2 ay

Przyktad 2

Cigg geometryczny (b,,) okreslony jest wzorem rekurencyjnym:

b1 = -3
,ogdzie n=1,2,3,4,5,6,7...
{bn—|—1 - \/5 - bn &

Znajdziemy wzor ogolny tego ciggu.
1 sposoéb:
Wypisujemy kilka poczatkowych wyrazéw ciggu.

—3,-3v2, -6, —6v2, —12, . ..

Whnioskujemy, ze pierwszy wyraz ciggu to by = —3, natomiast iloraz ciggu to
q = 73}3/5 = \/5'

Zapisujemy wzOr ogolny:
n—1
by = —3 - (\/5) dlan =1, 2,3,4,...

2 sposob:

Na podstawie wzoru rekurencyjnego ustalamy i przeksztalcamy wyraz b,, ,,cofajac sie” az
do wyrazu b tak, aby uzyskac¢ postac

by = by - q" !
by =V2b, 1 =V2-V2by 5 =v2-V2-V2b, 5 =...
b, = (ﬁ)l by g = (¢§)2 by g — (\/5)3 by = ..

Zauwazmy, ze suma numeru danego wyrazu i wyktadnika potegi V2 jest rowna n. Zatem:

3

b, — (\/5)1 by = (%5)2 by = (\/5) by g == (\/i)n1 by = —3. (ﬁ)
Odpowiedz:

n—1
Wzor ogdélny ciggu: b, = —3 - (\/5) dlan=1, 2,3,4,...

n—1



Na podstawie wzoru rekurencyjnego mozemy znalez¢ dowolny wyraz ciggu, ale procedura
jest wtedy znacznie dtuzsza, niz przy wykorzystaniu wzoru ogélnego. Gdyz, aby wyznaczy¢
wyraz k-ty, musimy zna¢ wszystkie wyrazy o numerach mniejszych od k.

Przyktad 3

Znajdziemy pigty wyraz ciggu geometrycznego (c,) okreslonego wzorem

—1
{Cl Jgdzie:n =1,2,3, ...
Cnt1 =3 Cp

Wyznaczamy kolejne wyrazy ciggu, az do cs.

ct=1
co=1-3=3
c3=3-3=9
c1=9-3=27
cs =27-3 =281
Odpowiedz:

Piaty wyraz ciggu jest rowny 81.

Wzér rekurencyjny ciggu mozemy zapisa¢ rowniez w przypadku, gdy znamy co najmniej dwa
wyrazy ciggu geometrycznego lub zaleznosci lgczace wyrazy ciggu.

Przyktad 4

Wyrazy ciggu geometrycznego (a, ), okreslonego dlan > 1, spetniajg uktad rownan

as + ag = 420
as + ay; = 280

Wyznaczymy wzor rekurencyjny tego ciagu.

Aby zapisa¢ wzor rekurencyjny, na podstawie podanego uktadu rownan, bedziemy musieli
znalez¢ pierwszy wyraz ciggu i iloraz ciggu q.

Zauwazmy, ze a4 = a3 - qiay = ag - q.

Uktad rownan zapisany w tresci zadania przyjmuje wiec postac:

a3—|—a6:420
a3-q+a6-q:280

Po lewej stronie drugiego rownania wylgczamy g przed nawias.




as + ag = 420
q(a3 + a6) = 280

Na podstawie tresci zadania wnioskujemy, ze zarowno wyrazy ciagu, jak i iloraz sg rozne od
zera. Mozemy wiec podzieli¢ drugie rOwnanie przez pierwsze - otrzymujemy iloraz ciggu.

__ 280 __ 2

9= 120 — 3
Zapisujemy wyrazy pierwszego rOwnania za pomocg pierwszego wyrazu i ilorazu ciggu.
as + ag = 420
a;-q¢*>+ay-q° =420
W miejsce q podstawiamy wyznaczong liczbe.
22 2\
a1+ (5) +a-(5) =420
Ta+ 22 a =420

Z otrzymanego rOwnania wyznaczamy pierwszy wyraz ciggu.

Sigar = 420
a1 = 729

Zapisujemy wzor rekurencyjny ciggu.

{a1 =729

o ,gdzien =1,2,3,...
An+1 = 3 " Qn

Na podstawie ciggu rekurencyjnego, mozemy bada¢ wlasnosci ciggu geometrycznego.
Przyktad 5

Zbadamy monotoniczno$¢ ciggu geometrycznego (ar ) okreslonego wzorem:
a; =3
{1 o ,gdzien =1,2,3, ...

Obliczamy drugi wyraz ciggu i wyznaczymy iloraz ciggu.

ay=3-4=12
q=g
q=12:3=4

Zapisujemy wzOr ogolny ciggu.




a,=3-4""1=3.¢"

Badamy roznice dwoch kolejnych wyrazow ciagu.

3 1
an+1_anzz'4n+ -

A =2 .4">0

NS

Roznica jest liczba dodatnia. Wnioskujemy, ze a,, 11 > a,, a to oznacza, ze cigg jest rosnacy.

Odpowiedz:

Ciag (a,,) jest ciggiem rosngcym.

Stownik
wzor rekurencyjny ciggu geometrycznego

wzor rekurencyjny ciggu geometrycznego (ay,):

{al =a

Any1 = Qp - g
gdzie:

a — pierwszy wyraz ciagu,

q - iloraz ciagu,

n=1,2,3,4,...




Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem. Sprébuj najpierw samodzielnie wykonac zapisane tam
zadania, a nastepnie poréwnaj z proponowanymi rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DzTAHPMU1

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej ciagu geometrycznego okreslonego

rekurencyjnie.

Polecenie 2

Znajdz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (by,).

by = —2 )
1 ,gdzien=1,2,3,...
bn—i—l — 7'bn



https://zpe.gov.pl/a/DzTAHPMU1

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ () @
Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz. Ciag geometryczny (b,,) okreslony jest wzorem
rekurencyjnym:

by = —v/2
! v ,gdzien=1,2,3,...
bn+1:_\/§'bn

Szd4sty wyraz ciggu to:

O —8v2




Cwiczenie 2 @)

Zaznacz wzor rekurencyjny ciaggu geometrycznego (a,,) o poczatkowych wyrazach:
512, 320, 200, 125,

air =

O

,gdzien=1,2,3,...
Api1 = 512 a,

O

an+1 = 512 +

0,1:

O

,gdzien:1,2,3,...

oo|o1

0,1—512
,gdzien: 1,2, 3,...

a; = 512 )
3 ,gdzien=1,2,3,...
Gn+1 = 5 *Qn

Cwiczenie 3

Ciag (16, T, 9) jest geometryczny o wyrazach dodatnich. Uzupetnij obliczenia prowadzace
do wyznaczenia wzoru rekurencyjnego ciggu. Wpisz odpowiednie liczby.

Ciag jest geometryczny, zatem

z? :‘ ’é T :‘ ’Iub T :‘ - nie spetnia

warunkow zadania
Wyznaczamy iloraz ciaggu.

g=12 : 16 =| | - | |

Zapisujemy wzor rekurencyjny ciggu.

@ =| |

o= o )




Cwiczenie 4

Dtugosci aq, a9, ag krawedzi prostopadtoscianu o objetosci 64 tworza ciag geometryczny
o ilorazie wiekszym od 1. Suma dtugosci tych krawedzi jest réwna 21. Oblicz dtugosci
krawedzi tego prostopadtoscianu i uzupetnij wzér rekurencyjny ciggu, utworzonego przez
dtugosci tych krawedzi. Przeciagnij odpowiednie liczby lub wyrazenia.

(4[] (4] (16 (400 ][ 1620 3]

Cwiczenie 5

Ciag geometryczny (ay) okreslony jest wzorem

=5
{al gdzien—=1,2,3, ...
ap41 = —2a,

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

0 Réznica miedzy trzecim a drugim wyrazem tego ciggu jest rowna réznicy miedzy
czwartym a trzecim wyrazem tego ciggu.

[ ] lloraz tego ciagu jest liczbg ujemna.
(] Wzor ogdlny ciagu toa, = —5 - (—2)n_1.

(] Piaty wyraz tego ciagu jest liczba dodatnia.



Cwiczenie 6

Potacz w pary wyrazy ciggu geometrycznego i wzor ciggu zapisany w postaci rekurencyjnej.

a; — 1
~2,10, — 50, 250, ...
api1 — 3-a,

— 2
1,3, 9,27, 81, 243, ... {al V2

_ 1
an+l_ﬁ'an

v2 1 a1 = —2
\/ia 1’ 9 9 @9 coc {

nt1l = —H - an

ay = 64
64, 32, 16, 8, ...
, {an—i-l =0,5-a,

Cwiczenie 7 @

Zapisz wzor ogdlny ciggu geometrycznego (a,,) o wyrazach dodatnich, okreslonego
nastepujacym wzorem rekurencyjnym:

((1,1 =2
ap, =m ,gdzien =2,3,4,...
2 = 8ay,
Cwiczenie 8 @

Suma trzech kolejnych wyrazéw ciggu geometrycznego wynosi 62. R6znica wyrazow trzeciego
i drugiego jest piec razy wieksza od réznicy wyrazéw drugiego i pierwszego. Zapisz wzor
rekurencyjny tego ciagu.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Cigg geometryczny okreslony rekurencyjnie

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

2) oblicza poczatkowe wyrazy ciggdow okreslonych rekurencyjnie;

6) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego;

7) wykorzystuje wlasnosci ciagdéw, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych w kontekscie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla cigg geometryczny w sposob rekurencyjny
e napodstawie wzoru rekurencyjnego ciggu geometrycznego, wyznacza wlasnosci tego

ciggu
e buduje proste algorytmy rekurencyjne

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

 technika poréwnan binarnych
o koszyk pomystow

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg koszyka pomystow przygotowujq kartki, na ktorych zapisuja
zwigzane z ciggiem geometrycznym poznane twierdzenia, wzory, przyktady
rozwigzanych zadan, definicje, itp. Kartki wrzucajg do kosza, z ktorego bedzie mozna je
pobierac, szukajgc inspiracji do rozwigzania zadan. Uczniowie na tym etapie
powtarzania wiadomosci moga korzystac z zeszytow, komputera, ksigzek. Powinna to
by¢ praca indywidualna - kazdy uczen przygotowuje w ten sposob co najmniej 5
karteczek.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w parach. Ich zadaniem jest samodzielne rozwigzanie przyktadow
przedstawionych w sekciji ,Przeczytaj”. Uczniowie czytaja dane polecenie, probujg
rozwigzac problem. W razie watpliwosci mogg zajrze¢ do kosza pomystow i odnalez¢
potrzebne twierdzenie lub rozwigzanie zadania podobnego typu. Swoje rozwigzania
porownuja z tymi, zawartymi w sekcji ,,Przeczytaj”. Technikg poréwnan binarnych
sporzadzajg do kazdego zadania tabele poréwnawczg, w ktorej zapisujg plusy lub
minusy danego sposobu rozwigzania.

2. Po zakonczonej pracy uczniowie prezentuja swoje tabele, jak rowniez przedstawiaja
oryginalne rozwigzania, czy pomysty.

3. Dyskusja - czy mozna wypracowac¢ ramowy szablon rozwiazywania zadan, w ktorych
cigg geometryczny zdefiniowany jest rekurencyjnie.

Faza podsumowujaca:



1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace par.

3. Karteczki znajdujgce sie w ,koszu pomystow” warto zachowac, gdyz mogg by¢
w przydatne na nastepnych zajeciach posSwieconych ciggowi geometrycznemu.

Praca domowa:

1. Zadaniem uczniow jest zapoznanie si¢ z filmem samouczkiem i korzystajac, z podanych
tam wzorow, rozwigzanie zadan interaktywnych zawartych w sekcji ,,Sprawdz sie”
2. Dla chetnych:

Poszukanie przyktadow wykorzystania efektu Droste np. w architekturze, malarstwie
i przygotowanie na nastepna lekcje mini — prezentacji na ten temat.

Materialy pomocnicze:
Cigg geometryczny
Wskazowki metodyczne:

Film samouczek moze by¢ wykorzystany na lekcjach wprowadzajacych pojecie rekurenci.


file:///a/DCzQVB399

