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Srodkowe w tréjkacie

Zrodto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Material ten powigzany jest z szerszym tematem szczegoélnych odcinkoéw w trojkacie oraz
szczegOlnych punktow w trojkacie. Na przyklad znany jest fakt, ze wysokosci trojkata
przecinaja sie w jednym punkcie zwanym ortocentrum. Rowniez dwusieczne katow
trojkata przecinajg sie¢ w jednym punkcie, ktory jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat,
a punkt przecig¢cia symetralnych bokow jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie.

Pokazemy, ze rowniez Srodkowe trojkata przecinajg sie w jednym punkcie, ktory
dodatkowo jest srodkiem ciezkosci tego trojkata.

Twoje cele

o Poznasz i sformulujesz pojecie srodkowejw trojkacie.

o Poznasz wlasnosci srodkowych w trojkacie i w jakiej proporciji dzieli je punkt
przeciecia oraz gdzie lezy i jakie ma wlasnosci srodek cigzkosci trojkata.

o Poznasz wlasnosci pol trojkatow wyznaczonych przez srodkowe w trojkacie.

o Wyznaczysz wspolrzedne Srodka ciezkosci trojkata, w ktorym podane sa
wspolrzedne wierzchotkow.

» Zastosujesz wlasnosci Srodkowych tréojkgta w problemach praktycznych

i zagadnieniach matematycznych.



Przeczytaj

Definicja: Srodkowej tréjkata

Srodkowg trojkata nazywamy odcinek tgczgcy wierzchotek trojkata ze srodkiem
przeciwleglego boku.

Oczywiscie w kazdym trojkacie sg trzy srodkowe, zaznaczone na rysunku kolorami.

C

Twierdzenie: o Srodkowej

Dowolna srodkowa trojkata dzieli ten tréjkat na dwa tréjkaty o réwnych polach.

Dowadd

Wezmy dowolng srodkowq tréojkata ABC, na przyklad CE. Wtedy trojkaty ACE i BCE
majg wspolna wysokos¢ i podstawy rownej dtugosci, wiec maja rowne pola.

Przyktad 1

Na rysunku na przedtuzeniu boku AB zaznaczono punkt A’ taki, ze |AB| = |A'B].
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Pokazemy, ze pole trojkata AA'C jest dwa razy wieksze od pola trojkata ABC.
Rozwigzanie

Rzeczywicie, z rownosci |AB| = | A'B| wynika CB jest $rodkowg trojkata AA'C, wiec
Papc = Py pc. Stad Paac = Pape + Pape = 2PaBo.

Przyktad 2

Pokazemy, ze jesli punkt P lezy na $srodkowej C'D trojkata ABC to pola trojkatow APD i
BPD s3 rowne.




Rozwigzanie

Poniewaz odcinek CD jest srodkowa trojkata ABC, a punkt P lezy na tej srodkowej, to
punkt D jest srodkiem boku AB trojkata ABP. Stad odcinek PD jest srodkow3 tréjkata
ABP. Stad dzieli on ten trojkata na dwa trojkaty APD i BPD o réwnych polach.

Zanim przejdziemy do gtownego twierdzenia w tym materiale, przypomnimy wiasnosci linii
srodkowejw trojkacie, czyli odcinka, ktory taczy srodki dwoch bokow w trojkacie.

Twierdzenie: o linii sSrodkowej w tréjkacie
Linia $srodkowa w trojkacie jest rownolegta do podstawy i dlugos$¢ linii srodkowej jest
rowna potowie dtugosci podstawy.

Twierdzenie gtowne

Twierdzenie: o punkcie przeciecia srodkowych w trojkacie

Srodkowe w trojkacie przecinajg sie w jednym punkcie i punkt ten dzieli rodkowe
w stosunku 2 : 1 liczac od wierzchotkow trojkata.

Dowadd

Niech D bedzie punktem przeciecia srodkowych AA,, BB, i CC,
w trojkacie ABC.

A

Wyznaczamy na boku AB punkt E taki, ze A1 E || CC;.




A C

. . .. . |BE BA .
Z twierdzenia Talesa wynika, ze ||1301|| = |‘BC1|| = 1, cooznacza, ze | BE| = |EC}|. Stad:
|[EC1| = 7|AB|.
Stostujac twierdzenie Talesa do trojkata AE A, i wykorzystujac powyzszg rownosé
otrzymujemy:
[AD| _ |AG\| _ 3l4Bl _
DA — [GE] T djaB T ™

Zatem: |AD| = 2|DA,|.

Whnioskujemy stad, ze punkt przeciecia srodkowych dzieli kazdg srodkowa w stosunku
2 : 1 (od strony wierzchotka). To nalezalo udowodnic.

Przyktad 3

W trojkacie ABC srodkowe AE i BF przecinajg sie w punkcie S. Pokazemy, ze trojkat
ESF jest podobny do trojkgta ASB w skali 1 : 2, a stad stosunek pol tych trojkatow
wynosi 1 : 4.

Rozwigzanie



A B

Poniewaz punkt S jest punktem przeciecia srodkowych w tréjkacie ABC, to:
|AS| =2-|SE|i|BS|=2-|SF|.

Odcinek EF 1aczy srodki bokéw BC'i AC, zatem |AB| = 2 - |EF|.

Stad trojkaty ESF' i ASB sa podobne w skali 1 : 2. A z wlasnosci skali podobienstwa:
stosunek pol tych trojkatow wynosi 1 : 4.

Przyktad 4

Srodkowe BE i CD trojkata ABC s3 prostopadte,
dtugosci bokow trojkata ABC.

BE| =12,

CD| = 8. Wyznaczymy

Rozwigzanie

Popatrzmy na rysunek.



A

Poniewaz S dzieli sSrodkowe w stosunku 2 : 1, to:

CS|=%-|CD| =%

|SD| = 5 -|CD| = &
|BS| =% - |BE| =38
|ES| = 5 -|BE| =4

Zastosujemy twierdzenie Pitagorasa do obliczenia dtugosci odpowiednich odcinkow:

CE? = (1) + 42 = 0 wiec |CE| = /4% = 2 j5tqd |AC| = 2|CE| = L

2 .
IBCP = (2£)* 482 = 82 \yjec |BC| = 4/ %82 = 818

|BD|* = (£)* + 8 = & 'wiec |BD| = /&% = ST\/TO istad|AB| =2 |BD| = 16\3/ﬁ
Przyktad 5

Pokazemy, ze Srodkowa poprowadzona z wierzchotka kata prostego w trojkacie
prostokatnym ma dtugos¢ rowna potowie dtugosci przeciwprostokatne;.

Rozwigzanie

Wykorzystujemy fakt, ze kgt oparty na érednicy okregu jest katem prostym. Srodkowa
poprowadzona z wierzchotka kata prostego taczy punkt na okregu ze Srodkiem Srednicy,



czyli ze srodkiem okregu. Stad mamy, ze dtugos¢ srodkowejjest rowna dlugosci
promienia okregu, czyli polowie Srednicy.

Srodek ciezkoéci tréjkata

Punkt przeciecia Srodkowych trojkata, ze wzgledu na analogie fizyczne, nazywany
jest srodkiem ciezkoSci (barycentrum) tego trojkata.

Sprawdz to sam
Aby zobaczy¢ te analogie wykonaj sam lub w parze nastepujace doswiadczenie.

1. Narysuj na kartonie dowolny trojkat.

2. Wyznacz punkt przeciecia dwoch srodkowych tego trojkgta. Uwaga! Dla wiekszej
dokladnosci skonstruuj srodki dwoch bokow.

3. Wytnij starannie narysowany trojkat.

4. Sprobuj ustawic ten trojkat na czubku otowka lub diugopisu, tak aby czubek podpierat
trojkat w punkcie przeciecia sSrodkowych.

5. Jesli wykonates doktadnie to zadanie, trojkat powinien utrzymac si¢ w poziomie.

Kolejne twierdzenie mozemy zastosowac¢ w sytuacji, gdy znane sg wspolrzedne
wierzcholtkow trojkata.

Twierdzenie: o wspoétrzednych punktu ciezkosci tréjkata

Jezeli wierzcholki trojkata majg wspotrzedne A = (ay, az), B = (by,bs), C = (c1, ¢2) to

$rodek ciezkosci S tego trojkata ma wspotrzedne S = ( ‘“H§+C1 , “H?m :

Przyktad 6

Wspoirzedne wierzchotkow trojkata ABC wynosza A = (1,1), B = (3,4),C = (5, —2).
Wyznaczymy odlegto$¢ punktu ciezkosci S tego trojkata od wierzchotkow A, B, C.

Rozwigzanie
Z powyzszego twierdzenia S = (3, 2) = (3,1).

Odleglosci od wierzchotkow trojkata sg dlugosciami odcinkow:

\AS\:\/(3—1)2+(1—1)2:2

BS| = \/(3-38)°+(1-4)° =3

€S| = \/(3—5)+(1— (~2))2 = VA+9 = VI3
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Stownik

srodkowa trojkata

odcinek 1gczacy wierzchotek trojkata ze srodkiem przeciwleglego boku
linia Srodkowa w tréjkacie

odcinek, ktory taczy Srodki dwoch bokow w trojkacie

srodek ciezkosci tréjkata

punkt przeciecia sSrodkowych trojkata



Symulacja interaktywna

Polecenie 1
W symulacji interaktywnej wida¢ tréjkat ABC w uktadzie wspétrzednych. Srodkowe

tego tréjkata sg wyrdznione kolorem rézowym. Widac rowniez wspoétrzedne punktow

A, B, C. Poruszaj punktami A, B, C.

1. Obserwuj gdzie jest sSrodek ciezkosci.
2. Oblicz wspoétrzedne srodka ciezkosci i porownaj z jego potozeniem w uktadzie
wspotrzednych.

3. Ustaw punkty A, B, C tak, by punkt S oraz A lezaty na jednej z osi i oblicz
stosunek dtugosci odcinkéw AS'i SF.

4. Ustaw punkty A, B, C tak, by powstat trojkat prostokatny i porownaj dtugosé

srodkowej poprowadzonej z wierzchotka przy kacie prostym z dtugoscia

przeciwprostokatne;j.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /D138wrEKM

Polecenie 2


https://zpe.gov.pl/a/D138wrEKM

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

rowna:

promieniowi okregu wpisanego w ten trojkat

jednej z przyprostokatnych

jednej trzeciej przeciwprostokatne;j

e promieniowi okregu opisanego na tym trojkacie

O

Srodkowa poprowadzona z wierzchotka kata prostego w tréjkacie prostokatnym jest



Cwiczenie 5 O
Na rysunku przedstawiony jest trojkat ABC' oraz jego $Srodkowe AF' i CE. Punkt S
jest punktem przeciecia sSrodkowych, a punkty D i G leza na odpowiednich
srodkowych.

Cwiczenie 6 ®
Srodkowa poprowadzona z wierzchotka kata ostrego réwnoramiennego trojkata

prostokatnego ma dtugosc 5. Oblicz pole tego tréjkata.

Cwiczenie 7 @
Oblicz odlegtos$¢ srodka ciezkosci w tréjkacie prostokatnym od wierzchotka kata

prostego, jesli przyprostokatne majg dtugosci 15 i 20.

Cwiczenie 8 @
Podstawa tréjkata rownoramiennego i sSrodkowe poprowadzone z jej koncéw maja

dtugosc a. Wyznacz dtugos¢ wysokosci poprowadzonej do podstawy.



Cwiczenie 9
Na rysunku | BM| = |AL|. Pokaz, ze CD jest srodkowa trojkata ABC.

C




Dla nauczyciela

Autor: Bogdan Staruch

Przedmiot: Matematyka

Temat zajeé: Srodkowe w trojkacie i ich wlasnoéci

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIIL Planimetria

Zakres podstawowy. Uczen:

10. wskazuje podstawowe punkty szczegolne w trojkacie: srodek okregu wpisanego
w trojkat, srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich witasnosci;

12. przeprowadza dowody geometryczne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

kompetencje cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» formutuuje pojecie srodkowejw trojkacie;

» zna wiasnosci srodkowych w trojkacie

» wie, w jakiej proporciji dzieli sSrodkowe punkt przeciecia oraz gdzie lezy i jakie ma
wlasnosci srodek ciezkosci trojkata;

» zna wiasnosci pol trojkatow wyznaczonych przez srodkowe w trojkacie;

e wyznacza wspolrzedne srodka cigezkosci trojkata, w ktorym podane sg wspotrzedne
wierzchotkow;

 stosuje wlasnosci srodkowych trojkata w problemach praktycznych i zagadnieniach
matematycznych.

Strategie nauczania:



 konstruktywizm,

» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e pogadanka,

 analiza pomystow.

Formy zajeé:

o pracaindywidualna,

e pracaw parach.

Srodki dydaktyczne:

« Komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen lub para

uczniow miata do dyspozycji komputer. Lekcje te mozna przeprowadzi¢, majgc do
dyspozycji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji

Faza wprowadzajaca:

1.

2.

Nauczyciel przypomina twierdzenia o linii sSrodkowejw trojkacie oraz Talesa w roznych

wersjach.

Nauczyciel przedstawia temat lekcji, uczniowie wyznaczajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1.

Nauczyciel przedstawia definicje sSrodkowejw trojkacie i podaje twierdzenie o linii
srodkowejw trojkacie.

. Uczniowie wskazujg trojkaty o rownych polach powstatych w wyniku cigcia

srodkowymi (przyktad 1, 2 i 3).

. Uczniowie wyznaczaja dtugosci bokow w trojkacie majgc informacje na temat

srodkowych trojkata (przykiad 4).

. Nauczyciel przedstawia pojecie Ssrodka ciezkosci trojkata.
. Uczniowie wyznaczaja wspolrzedne Srodka ciezkosci w ukladzie kartezjanskim

(przykiad 6).

. Uczniowie zapoznaja si¢ z symulacja interaktywng i wykonujg polecenia z nim

zwiazane.

Faza podsumowujaca:

1. Uczen sprawdza nabyte umiejetnosci i wiedze rozwigzujgc ¢wiczenia interaktywne

w sekcji ,Sprawdz sie”.



Praca domowa:

Narysowanie dowolnego trojkata oraz jego sSrodkowych. Zaznaczenie kolorami trojkatow
o rownych polach.

Materialy pomocnicze:
Trojkaty i ich wlasnosci
Wskazowki metodyczne:

Symulacja interaktywna moze zosta¢ wykorzystana przez uczniow jako inspiracja do
stworzenia wlasnego samouczka lub prezentaciji.
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