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Zastosowania wykresu funkcji homograficznej do

rozwigzywania rownan

Zrédto: Hans Braxmeier, dostepny w internecie: www.pixabay.com.

Rownania oraz nieréwnos$ci mozna rozwigzywac sposobem algebraicznym lub graficznym.
Zazwyczaj wybieramy ten sposob, ktory jest mniej czasochtonny. W tym materiale, ktorego
treSci wykraczaja nieco poza podstawe programowag, zastosujemy wykresy funkcji
homograficznejdo rozwigzywania rownan wymiernych z parametrem.

Twoje cele

o Wykorzystasz wykresy funkcji homograficznej do okreslania liczby rozwigzan
roOwnania zawierajgcego wyrazenie wymierne.

o Okreslisz liczbe rozwigzan rownania w zaleznosci od warto$ci parametru.



Przeczytaj

Juz wiesz

Funkcja homograficzng nazywamy funkcje wymierng F'(z) = ‘gig ,gdzie c # 01

ad — cb # 0. Dziedzing funkcji homograficznejjest zbior R \ {—% .

Rownaniem wymiernym z niewiadomg x nazywamy rownanie, ktore mozna

przeksztatci¢ rownowaznie do postaci W) g, gdzie W (z) oraz P(x) sg wielomianami

P(z)
i P(z) # 0.

W tym materiale zajmiemy si¢ okreslaniem liczby rozwigzan rownania zawierajgcego
wyrazenie wymierne w zaleznosci od wartosci parametru.

Rownania z parametrem mozna rozwigzywac¢ metoda algebraiczng oraz graficzng.

Tutaj zostanie omowiona metoda graficzna, ktora dla rownan typu f(z) = g(x) jest
wygodniejsza. Aby rozwigzac¢ rownanie tego typu nalezy narysowac¢ wykresy funkci
znajdujgcych si¢ po obu stronach réwnania w jednym uktadzie wspotrzednych.

Niech funkcja g(x) bedzie funkcja stala.

Przyktad 1

Dane jest rownanie m—_?’l — 2 = m zniewiadomg z i parametrem m. Wyznaczymy

wartos¢ parametru m, dla ktérego rownanie:

a) ma rozwigzanie,
b) ma rozwiazanie bedace liczbg dodatnig.

Rozwigzanie

Sporzadzamy wykres funkcji s(z) = =2 — 2.

Wykres funkcji przedstawia rysunek:
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Prawg strone rownania przedstawiamy za pomocg wykresu funkciji statej g(z) = m.
Wykresem tej funkciji jest prosta rownolegta do osi X. Rownanie bedzie miato
rozwigzanie, gdy wykresy funkcji s(z) oraz g(x) beda miaty punkt wspolny. Zauwazmy,
ze tylko dla jednego potozenia wykresu funkcji g(z) tak sie nie stanie. Taka sytuacja jest
dlag(z) = —2.

Odpowiedz
a) Rownanie ma rozwigzanie dlam € R\ {—2}.

b) Réwnanie ma rozwigzanie dodatnie dlam € (—oo; —2) U (1; 00) - odczytujemy

z wykresu te wartosci funkcji g(z), dla ktorych oba wykresy funkciji bedg miaty punkt
wspolny po prawej stronie osi Y, czyli dla z > 0. Innymi stowy odczytujemy, dla jakiego y
wykres funkcji znajduje sie w kolorowym obszarze.

Przyktad 2

—2x—2
z+2

warto$¢ parametru m, dla ktérego rownanie ma rozwigzanie bedace liczbg mniejsza od

(~3).

Rozwigzanie

Dane jest rownanie = m + 5 z niewiadoma z i parametrem m. Wyznaczymy

Sporzadzamy wykres funkcji: w(z) = %
W tym celu przeksztatcimy wzor funkcji do postaci kanoniczne;j:

—2z—2 _ —2(z+2)+2 2
z+2 z+2 =2+ z+2 "

w(z) =



Wykres funkcji przedstawia rysunek:

8 -7 6 -5 -4

Prawg strone réwnania obrazujemy za pomocg wykresu funkcji g(z) = m + 5.
Wykresem tej funkciji jest prosta rownolegta do osi X. Rownanie bedzie miato
rozwigzanie mniejsze od (—3), gdy wykresy funkcji w(x) oraz g(x) beda miaty punkt
wspolny w obszarze fioletowym. Zauwazmy, ze wtedy wartosci funkcji g(z) musza by¢
wieksze od (—4) i mniejsze od (—2) - obszar pomaranczowy na rysunku:

czyli—4 <m+5 < -2,

zatem —9 < m < —7.

Przyktad 3

Ustalimy liczbe rozwigzan rownania 2||xm‘|7:33 = 3 — m? w zaleznosci od parametru m.
Rozwigzanie

Sporzadzamy wykres funkcji k(z) = 2|§|J:3 :

W tym celu przeksztalcamy wzor funkcji do postaci kanonicznej:

o 2z[=3 _ 2(=x[+3)-9 o 9
k(z) = Z43 . |z13 =2 13

Wykres funkcji przedstawia rysunek:



Prawg strone rownania zobrazujemy za pomocg wykresu funkcji g(z) = 3 — m?.

Wykresem tej funkcji jest prosta rownoleglta do osi X. Robwnanie bedzie miato
rozwigzanie, gdy wykresy funkcji k(z) oraz g(z) beda miaty punkt wspoélny.

Zauwazmy, ze jesli wykres funkcji statej g(x) znajduje sie w bialym obszarze, to nie ma
punktu wspolnego z wykresem funkcji k(z), czyli rownanie nie ma rozwigzan.

Jesli wykres funkciji statej g(x) znajduje sie w pomaranczowym obszarze, to ma dwa
punkty wspoélne z wykresem funkcji k(x), czyli rownanie ma dwa rozwigzania.

Dla g(z) = —1 wykresy funkcji majg jeden punkt wspolny, czyli rownanie ma jedno
rozwiazanie.

Odpowiedz
Rownanie ma:
e Orozwigzandla3 —m? < —1lub3 — m? > 2,
czylid —m? < 0lubl —m? >0,
zatemm € (—o0; —2) U (—1;1) U (2;00);
o 1rozwigzanie dla3 — m? = —1,
czyli4 —m? =0,
zatem dlam € {—2;2};

o 2rozwigzaniadla3 —m? > —1i3 — m? < 2,



czylid —m? >0il—m? <0,
zatemm € (—2;—1) U (1;2).

Przyktad 4

z—2
z+2

Ustalimy liczbe rozwigzan rownania ‘ | = m w zaleznosci od parametru m.

Rozwigzanie

Sporzadzamy wykres funkcji f(z) = ‘ i;g :

W tym celu przeksztatcamy wzor funkcji do postaci kanoniczne;j:

) 124 4
flz) = ‘i+2 :|mm+2 = ‘1_ m_—i-2‘

Wykres funkcji przedstawia rysunek:

Prawg strone réwnania zobrazujemy za pomocg wykresu funkcji g(z) = m. Wykresem
tej funkciji jest prosta rownolegla do osi X. RoOwnanie bedzie miato rozwiazanie, gdy
wykresy funkcji f(x) oraz g(x) bedg miaty punkt wspolny.

Zauwazmy, ze jesli wykres funkciji statej g(x) znajduje sie w fioletowym obszarze, to nie
ma punktu wspolnego z wykresem funkcji f(x), czyli rOwnanie nie ma rozwigzan.

Jesli wykres funkciji statej g(x) znajduje sie w pomaraficzowym obszarze (ale oprocz 0 i 1),
to ma dwa punkty wspolne z wykresem funkcji f(z), czyli rownanie ma dwa rozwigzania.

Dla g(z) = 0i g(z) = 1 wykresy funkcji maja jeden punkt wspoélny, czyli réwnanie ma
jedno rozwigzanie.



Odpowiedz
Rownanie ma:
e 0rozwiagzan dlam < 0;
e 1rozwigzanie dlam = 0lubm = 1;

 2rozwiagzaniadlam € (0;1) U (1; 00).

Przyktad 5

L o .| —3lz[+2 .
Ustalimy liczbe rozwigzan rownania ‘ |$||m_|J1“ ‘ = m w zaleznoSci od parametru m.
Rozwigzanie

Sporzadzamy wykres funkcji g(z) = ‘ 3|m‘+2 ‘

W tym celu przeksztalcamy wzor funkcji do postaci kanonicznej:

EEENE TS
a(@) = || = A | = |-3- )

Wykres funkcji przedstawia rysunek:

>~.<
o

6 -5 -4 -3 -2
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Prawg strone rownania obrazujemy za pomocg funkciji statej g(x) = m. Wykresem tej
funkciji jest prosta rownolegta do osi X. Robwnanie bedzie miato rozwigzanie, gdy wykresy
funkciji g(x) oraz g(x) beda mialy punkt wspolny.



Zauwazmy, ze jesli wykres funkciji statej g(x) znajduje sie w biatym obszarze, to nie ma
punktu wspolnego z wykresem funkciji g(x), czyli rownanie nie ma rozwigzan.

Jesli wykres funkciji statej g(x) znajduje sie w fioletowym obszarze, to ma cztery punkty
wspolne z wykresem funkciji (), czyli rownanie ma cztery rozwiazania.

Jesli wykres funkciji statej g(x) znajduje sie w pomaranczowym obszarze lub na fioletowe;j
lini, to ma dwa punkty wspoélne z wykresem funkcji g(z), czyli rownanie ma dwa
rozwigzania.

Dla g(z) = 2 i wykresy funkcji majg trzy punkty wspolne, czyli rownanie ma trzy
rozwigzanie.

Odpowiedz
Réwnanie ma:
e Orozwigzan dlam < 0;
e 2rozwigzaniadlam € {0} U (2;3);

e 3rozwigzaniadlam = 2;

4 rozwigzania dlam € (0;2) U (3; 00).

Stownik

funkcja wymierna

funkcja, ktora jest ilorazem dwoch wielomianow
przeksztatcenie rownowazne

takie przeksztalcenie rownania, w wyniku ktorego powstaje rownanie o takim samym
zbiorze rozwigzan

wielomian

wyrazenie algebraiczne bedace sumg jednomianow



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z animacjg oraz wykonaj zadania w niej zawarte. Nastepnie wykonaj
polecenie 2 3.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIHqpxjW9

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcej zastosowania wykresu funkcji
homograficznejdo rozwigzywania rownan.

Polecenie 2

Dane jest réwnanie gfll = m. Pogrupuj odpowiednio wartosci parametru m, przenoszac je

w odpowiednie miejsca.

wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie ma

rozwigzanie dodatnie 1-43 lﬂl V541
][] [ve )[4 ][]

V15

wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie ma
rozwigzanie ujemne



https://zpe.gov.pl/a/D1HqpxjW9

Polecenie 3

=3 _

—% — 47|” = mw zaleznoci od

Uzupetnij tabele. Okresl liczbe rozwigzan rownania ” |”

parametru m.

(0;4),0,1,2,3, -5

m |

-
o

zba rozwigzan

(0;4)

NJ




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.
Réwnanie ‘%‘ — 1 = m ma dwa rozwigzania dla:

O m=-1
O m< -1

O m>-1

Cwiczenie 2

Ktdre z réwnan nie ma rozwiazan dla m € (—oo; 3)? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O |$i2‘_3:m




Cwiczenie 3 @

Dane jest réwnanie —% +2=m.
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

[ ] dlam € (2;5) réwnanie ma rozwiazanie bedace liczba ujemna

(] dlam = 2 réwnanie nie ma rozwiazan

(] dlam € (2; 5) rownanie ma rozwigzanie bedace liczba dodatnia

[ ] dlam € (—o0;2) U (5; 00) réwnanie ma rozwiazanie bedace liczba ujemna

[ ] dlam € (—o0;2) U (5; 00) réwnanie ma rozwiazanie bedace liczba dodatnia

Cwiczenie 4

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.

Réwnanie %4{4 — m ma rozwiazanie wieksze od 2 dla:

(O m e (—o0;—2).
O m e (0;00).

O me (—2;0).



Cwiczenie 5

Wskaz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie |$2T1 — 4| =m? — 3m ma
jedno rozwigzanie. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

) 4
-1
) 2
3
0

0 5

Cwiczenie 6

Uzupetnij zdania, wstawiajac wybrane elementy w odpowiednie miejsca w tekscie. Okresl
liczbe rozwigzan rownania w zaleznosci od parametru m.

, . 3|z|-1 T : . . CTTTTTTT [ S L.
Roéwnanie |L|L1 =mma; i rozwigzania dla parametru : U , jedno
rozwigzanie dla: | oraz nie ma rozwigzan dla

____________________________




Cwiczenie 7 @
Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.
Réwnanie ‘;—ﬁl — 2‘ = 3m + 1 ma 2 rozwigzania dla:

O me (=5i5)U(5:0)
O m e (0;2) U(2;00)

(O m e (0;00)

Cwiczenie 8 @
3z[-3 | _
z|-2 |
w odpowiednie miejsca tabeli liczbe rozwigzan.

Okreésl liczbe rozwigzan réwnania ‘ m w zaleznosci od parametru m. Wpisz

wartos¢ parametru m liczba rozwigzan réwnania

m € (—o0;0)




Dla nauczyciela

Autor: Gabriela Pendyk

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie wykresu funkcji homograficznej do rozwigzywania réwnan
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

V. Funkcje.

Zakres podstawowy. Uczen:

13. Uczen postuguje si¢ funkcjg f(z) = <, w tym jej wykresem, do opisu i interpretacji
zagadnien zwigzanych z wielkoSciami odwrotnie proporcjonalnymi, rowniez

w zastosowaniach praktycznych;

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:
1. na podstawie wykresu funkcji y = f(x) rysuje wykres funkcji y = | f(z)|;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla liczbe rozwigzan rownania zawierajacego wyrazenie wymierne w zaleznosci od
parametru,

« wykorzystuje wykresy funkcji homograficznej do okreslania liczby rozwigzan réwnania
zawierajgcego wyrazenie wymierne;

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow,
» pokaz multimedialny,

Formy pracy:

e pracaw grupach
o pracaindywidualna
e praca z cala klasa

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny,
« tablica interaktywna/tablica, pisaki/kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie zapoznajq sie z sekcjgWprowadzenie.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

3. Uczniowie, metodg burzy mozgow, przypominajg najwazniejsze informacje dotyczace
rysowania i przeksztalcania wykresow funkcji homograficzne;.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 5 grup. Kazda grupa ma zapoznac si¢ z jednym
przykladem z sekciji ,Przeczytaj’, a nastepnie przedstawic¢ przykiad pozostaltym
uczniom.

2. Nauczyciel w razie potrzeby pomaga uczniom w wyjasnianiu zagadnienia.

3. Nauczyciel wySwietla animacje. Po jej obejrzeniu uczniowie fowmutujg kolejne etapy
rozwigzywania réwnan z zastosowaniem wykresow funkcji homograficznych.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg wskazane polecenia oraz rozwigzujg ¢w. 1 -4
w sekcji Sprawdz sie. W razie pytan nauczyciel wyjasnia niejasnosci.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych
przez nauczyciela.

2. Uczniowie okres$laja, co byto dla nich trudne lub niezrozumiate, a nauczyciel udziela
wyjasnien.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, ocenia aktywno$¢ uczniow.

Praca domowa:



Uczniowie majg za zadanie wykona¢ ¢wiczenia 5-8.
Materialy pomocnicze:

» Przesuniecia wykresu funkcji wzdtuz osi uktadu wspotrzednych
o Wykres funkcjiy = -

Wskazowki metodyczne:

« Animacj¢ mozna wykorzystac jako powtorzenie i utrwalenie wiadomosci dotyczacych
rozwigzywania rbwnan z parametrem, a takze jako pozszerzenie wiadomos$ci podczas
realizacji tematéw dotyczacych réwnan liniowych i kwadratowych z parametrem
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