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Styczna do krzywej

Zrédto: Roy Muz, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

W tym materiale poznasz wzor na styczng do wykresu funkcji oraz kilka przyktadow jego
zastosowania. Jezeli zastanawiates si¢, w ktorym kierunku poleci kula pchnieta przez
sportowca na olimpiadzie, to teraz poznasz odpowiedz na to pytanie.

Twoje cele

o Wyznaczysz wzor ogolny prostej stycznej do wykresu funkcii.
e Wyznaczysz rownania stycznych do wykresow wybranych funkciji.



Przeczytaj

Wz6r ogdlny stycznej do wykresu funkcji
Definicja: styczna do krzywej

Styczna do krzywejw danym punkcie jest to prosta, ktéra w matym otoczeniu tego
punktu ma przebieg podobny do przebiegu krzywej oraz ma w tym otoczeniu doktadnie

jeden punkt wspolny z krzywa.

Taka definicja pozwala w miare tatwo narysowac styczng do danego wykresu funkcji
w konkretnym punkcie, ale trudno z niej wyprowadzi¢ wzor takiej proste;.
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Wykres funkcji y = x* oraz stycznej w punkcie (1, 1)

Jezeli funkcja jest rozniczkowalna, to pomoze nam pochodna.

Z definicji geometrycznej pochodna funkcji w punkcie jest rowna tangensowi kata
nachylenia prostej stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie albo réwnowaznie jest rowna
wspotczynnikowi kierunkowemu prostej stycznejw tym punkcie.

Jezeli mamy zatem dana funkcje rozniczkowalng f i punkt (z, yo), nalezacy do jej wykresu
- to znaczy, ze Yo = f(xg) - oraz oznaczymy prostg styczna do wykresu tej funkciji
w punkcie (zg, yo) jako y = ax + b, to z powyzszej definicji wiemy, ze a = f’(xg).

Musimy jeszcze wyznaczy¢ warto$¢ parametru b. Wiemy, ze nasza prosta musi przechodzic¢
przez punkt stycznosci (zg, Yo ), czyli spelnione jest rownanie yy = axg + b. Stad widzimy,



ze b = yg — axy.

Wstawiajac te posta¢ b do wzoru prostej, otrzymujemy y = ax + yg — axg = a(x — xy) + Yo
i ostatecznie wyznaczamy wzOr na prosta styczng w postaci

y = f'(zo) - (x — z0) + w0

Przyktady stycznych do wykresu funkcji
Rozpatrzmy kilka prostych przypadkow.

Przyktad 1

Wyznaczymy wzor stycznej z rysunku, czyli stycznej do wykresu funkcji y = z?

w punkcie (1,1).
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Rozwigzanie

Wzor ogolny pochodnej funkcji f ma posta¢ f'(z) = 2z, wiec wspotczynnik kierunkowy
prostej stycznejbedzie rowny a = f’(xg) = f(1) = 2 - 1 = 2. Wzbr prostej stycznej jest
postaci y = a(x — xgy) + yo, czyli w tym wypadku bedzie toy =2 - (z — 1) 4+ 1 albo po
uproszczeniu y = 2z — 1.

Przyktad 2
Wyznaczymy wzor stycznej do wykresu funkcji y = x w punkcie (2, 4).

Rozwigzanie
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Wzdr ogdlny pochodnej funkcji f ma posta¢ f'(z) = 2z, wiec wspotezynnik kierunkowy
prostej stycznejbedzie rowny a = f’(zg) = f(2) = 2 - 2 = 4. Wz6r ogdlny proste;j
stycznejjest postaci y = a(x — xg) + Yo, czyli w tym wypadku bedzie to

y=4-(z — 2) + 4 albo po uproszczeniu y = 4z — 4.
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Wykres funkcji y = x>

oraz stycznej w punkcie (2, 4).

Przyktad 3

Znajdziemy styczna do wykresu funkcji f(z) = z? tak, by jej wspotczynnik kierunkowy
byt rowny (—6).

Rozwigzanie

Mozemy to zadanie rozwigzac¢ graficznie, na przykiad za pomoca apletu.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D3IFRbKUg

Sprobujmy to wykonac réwniez algebraicznie.

Wspotczynnik kierunkowy stycznejw punkcie (zg, yo) jest rowny a = f’(x), musimy
zatem znaleZ¢ takg warto$¢ z, zeby a = —6. Pochodna funkcji f jest postaci f’(z) = 2,
czyli otrzymujemy rownosc¢ 2z, = —6, ktorejrozwigzaniem jest xp = —3, stad: yg = 9.

Styczna w punkcie (zg,yg) = (—3,9) jest postaci y = —6(z — (—3)) + 9, po
uproszczeniuy = —6x — 9.

Nie kazda styczna do wykresu funkcji jest dana wzorem y = ax + b, szczegolnie
w przypadku funkcji ciggtych nierézniczkowalnych w pojedynczym punkcie moze mie¢
inng postac.

Przyktad 4

Rozwazmy funkcije f(z) = v/22. Jejpochodna jest rowna f(z) = 33—\2/5 i nie jest
zdefiniowana dla z = 0. Zauwazmy jednak, ze blisko zera pochodne istnieja i dgzg do
nieskonczonosci, gdy si¢ do zera zblizamy, czyli w punktach blisko zera styczne istniejg
i majg z jednej strony zera coraz mniejsze, z drugiej — coraz wieksze wspotczynniki
kierunkowe, zatem sg coraz bardziej pionowo nachylone. Pozwala nam to zgadna¢, ze

styczna do wykresu tej funkcji w punkcie (0, 0) jest prosta pionowg, o wzorze x = 0.
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Wykres funkcji nierézniczkowalnej w punkcie z pionowg styczna.
Przyktad 5

Na koniec rozpatrzmy problem ruchu kuli, rzuconej przez kulomiota. Przed
wyrzuceniem zawodnik obraca si¢ z kulg przy szyi dookota wtasnej osi, i kula zatacza
okrag. W momencie wypuszczenia kula bedzie leciata w kierunku wskazanym przez
prostg styczng do toru okregu. Dla uproszczenia rozwazan wezmiemy pod uwage tylko
gorng potéwke okregu, o promieniu rownym 1, dang przez funkcje f(z) = V1 — 22 Jej

pochodna jest rowna f’(z) = \/%

pamietajmy, ze lezy on na naszym okregu, czyli wiemy, ze yo = v/ 1 — xo%. Wstawiajac do
wzoru na pochodng funkciji otrzymujemy posta¢ wspotczynnika kierunkowego styczne;j,
a= f(x) = \/If_oxoz = —.*. Wstawiajac wszystkie dane do wzoru ogélnego na prosta

Wybierzmy punkt stycznos$ci (zg, yo), przy czym

styczna y = a - (x — zg) + Yo, Otrzymujemy

y= . (z—20) + w0,

czyli

_ —zo(z—zo)+yo’
y - Yo ’
i dalej

—xg-z+xo* +yo*

y=——",

wiec ostatecznie

1—xp-x

Y= y—oalboy:

l—xzp-x

1*1‘02

Dzialanie naszego wzoru mozemy obejrze¢ w aplecie ponize;.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D3IFRbKUg

Stownik
styczna do krzywej

prosta, ktéra w maltym otoczeniu tego punktu ma przebieg zblizony do przebiegu
krzywej, oraz ma w tym otoczeniu dokiladnie jeden punkt wspolny z krzywa


https://zpe.gov.pl/a/D3IFRbKUg

Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami przedstawionymi w filmie samouczku, a nastepnie wykonaj

polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DhlljDxZY

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej stycznej do krzywe;j.

Polecenie 2

Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkcji f(:z:) =122w punkcie ¢y = 2.

Polecenie 3

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = ° — jezeli wiadomo, ze ta styczna
jest prostopadta do prostej o rownaniu y = —%az — %


https://zpe.gov.pl/a/Dhl1jDxZY

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Jaki bedzie wspotczynnik kierunkowy prostej stycznej w punkcie (1, 1) do wykresu funkgji
f(z) =22* - 1?

O 3

O 4

O 1

() Funkcja nie posiada stycznej w tym punkcie.
Cwiczenie 2 @)
Wstaw wtasciwg odpowiedz.

Jaki bedzie wspoétczynnik kierunkowy prostej stycznej w punkcie (1, 3) do wykresu funkgji




Cwiczenie 3 @

Jaki bedzie wzér prostej stycznej w punkcie (0, —1) do wykresu funkcji f(z) = 22* — 1?

o O O
I
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Funkcja nie posiada stycznej w tym punkcie.

() =0

Cwiczenie 4

W ktdérym punkcie prosta styczna do wykresu funkcji f(x) = 222 — 1 bedzie miata
wspotczynnik kierunkowy rowny 47?

O (1,1
O (1,4
() Nieistnieje taki punkt.

O (Oa _1)

Cwiczenie 5

Zatézmy, ze dana jest rézniczkowalna funkcja f, stale malejaca, ktdrej wartosci w wybranych
punktach sa réwne f(—1) = —1, f(1) = —3, f(3) = —19. Co mozna powiedziec o prostej
stycznej do jej wykresu w punkcie (1, —3)?

(O Jestpostaciy = (z — 1) + 3.
() Funkcja nie posiada stycznej w tym punkcie.

() Jej wspétczynnik kierunkowy jest ujemny lub réwny 0.



Cwiczenie 6

Niech dana bedzie funkcja, do ktérej wykresu styczng w punkcie (2, 0) jest prostay = = — 2.
Zaznacz wszystkie opisy, pasujgce do tej funkcji.

Funkcja nie moze by¢ rézniczkowalna dla x = 2.

Pochodna tej funkcji dla ¢ = 2 jest réwna 1.

Funkcja moze by¢ rosnaca.

Funkcja musi przechodzi¢ przez punkt (2, 0).

O o o 0O d

Funkcja musi by¢ rosnaca.

(] Taka funkcja nie istnieje.

Cwiczenie 7 @
Potacz w pary wzory funkcji z odpowiadajgcymi im opisami stycznej.

nie istnieje prosta styczna w punkcie

12
f(z) = (x+1)° styczna w punkcie (—1, 0) jest pozioma
flz)=1-2z styczna w punkcie (0, 1) jest pozioma

r+1, dla —1<2x<0
f(x) =<0, dla z =0
r—1, dlad0<ax<1

styczna w kazdym punkcie ma wzoér
flz)=1-2z



Cwiczenie 8 @

Dana jest funkcjay =1 — cx’ z parametrem rzeczywistym c. Potgcz wartos$ci parametru ¢
z odpowiednimi opisami sytuacji.

wszystkie styczne funkcjidlax < 0
c<0 . . , o
majg dodatni wspotczynnik kierunkowy
funkcja ma styczngy = 0 ewnym
c>0 J yCzZng y. W pewny
punkcie
. . , . wszystkie styczne funkcjidlaz < 0
nie ma takiej wartosci c . i o
maja ujemny wspotczynnik kierunkowy
funkcja ma styczng y = 1 w pewnym
punkcie



Dla nauczyciela

Autor: Jarostaw Wozniak

Przedmiot: Matematyka

Temat: Styczna do krzywej

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy. Zakres rozszerzony.

Uczen:

3) stosuje definicje pochodnejfunkciji, podaje interpretacje geometryczng i fizyczng
pochodne;j.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza wzor stycznej do wykresu funkcji;
 znajduje styczne do wykresow wybranych funkcji elementarnych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa kierowana;
e mapa mysli.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery multimedialne z dostgpem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Przed lekcja:

Uczniowie czytaja czeS¢ wprowadzajacg lekcii.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wyswietla na tablicy interaktywnej sekcje ,Wprowadzenie”, omawia
i komentuje z uczniami cele lekcij.

2. Nauczyciel prosi ucznioéw o streszczenie przeczytanego przed lekcja materiatu,
analizuje zagadnienie, rozpoznaje wiedze¢ uczniow dotyczacg wlasnosci pochodnych
funkcji oraz funkcji liniowych.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wyswietla na tablicy interaktywnej czes¢ ,Wzor ogolny stycznej do wykresu
funkcji” z sekciji ,,Przeczytaj” oraz omawia ja na forum klasy.

2. Uczniowie w 3-4 osobowych grupach czytajg pozostata czes¢ sekcji ,Przeczytay,
tworzg mape mysli na temat szukania stycznych do wykresow roznych klas funkcji.
W przypadku powstania watpliwosci, nauczyciel wyjasnia na forum catej klasy
napotkany problem. Pod opiekg prowadzacego uczniowie poréwnujg wyniki pracy nad
mapami mysli i omawiajg powstate roznice.

3. Uczniowie samodzielnie rozwigzuja zadania z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Faza podsumowujaca:

Po ustalonym czasie nauczyciel sprawdza odpowiedzi ucznioéw, wyjasnia pomyiki, omawia
poprawne rozwigzania na forum klasy.

Praca domowa:

Uczniowie zadajg sobie nawzajem w ramach 3-4 osobowej grupy zadanie, analogiczne do
jednego z ¢wiczen z sekciji ,Sprawdz sie”



Materialy pomocnicze:

Interpretacja geometryczna ilorazu roznicowego
Funkcja liniowa

Wskazowki metodyczne:

Film samouczek moze zosta¢ wykorzystany jako material powtorzeniowy przed
sprawdzianem.


file:///b/PZmTfvBZ3
file:///b/PMVTu6tIc

