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O rownosci odcinkow stycznych

Pod nazwg ,zasadnicze twierdzenie planimetrii” kryje si¢ teza o rownosci odcinkow dwoch
stycznych do danego okregu, poprowadzonych z punktu P lezagcego na zewnatrz okregu,
wyznaczonych przez ten punkt i punkty stycznosci A i B, jak na rysunku.



Zasadnicze twierdzenie planimetrii.

Mniej oczywista jest rowno$¢ odcinkéw AP i BP, wyznaczonych na stycznych do dwéch
przecinajacych si¢ okregow, jak na ponizszym rysunku.

Odcinki stycznych

Oczywiscie znaczenie ma fakt, ze punkt, z ktorego prowadzone sg styczne, lezy na siecznej
tych okregow, przechodzacejprzez ich punkty wspolne.

Dowod tego faktu i innych mniej lub bardziej oczywistych zaleznosSci bedzie celem
niniejszej lekcii.
Twoje cele

» Zastosujesz twierdzenie o odcinkach stycznych.
» Poznasz pojecie potegi punktu wzgledem okregu.
» Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.




Przeczytaj

Zastosowanie twierdzenia o odcinkach stycznych

Rozwazania zaczniemy od prostej konsekwenciji zasadniczego twierdzenia planimetrii,
z ktorej bedziemy korzystac¢ przy rozwigzywaniu kolejnych problemow.

Twierdzenie: O stycznych do dwéch okregéow

Niech PQ i RS bgda odcinkami wyznaczonymi przez punkty, w ktérych dwa okregi sa
odpowiednio styczne do ich wspolnych stycznych zewnetrznych, jak na rysunku.

P

Wtedy |PQ| = |RS|.

Dowadd

Zauwazmy, ze w przypadku rownosci promieni, wspoélne styczne zewnetrzne obu
okregow bylyby rownolegle, a czworokat PRS(Q) bylby prostokatem. Teza twierdzenia
bylaby woéwczas oczywista. Przypus¢my wiec, ze promienie sa rozne. Wtedy proste PQ) i
RS przetng sie - ich punkt wspolny oznaczmy przez M. Nie zmniejszajac ogolnosci,
mozemy przyjac¢ (jak sugeruje rysunek), ze punkt Q lezy pomiedzy punktami P i M.
Wtedy |MP| = |MQ| + |PQ| oraz |MR| = |MS| + |RS|. Z twierdzenia o odcinkach
stycznych wynika, ze |[M Q| = |M S| oraz |M P| = |MR)|. Stad
MS| + |RS| = [MR| = [MP| = |MQ| + |PQ| = |MS| + |PQ

,zatem |PQ| = |RS|.
Przyktad 1

Rozwazmy dwa okregi. Punkty A i C'leza odpowiednio na jednejz dwéch wspolnych
stycznych zewnetrznych do tych okregow, w taki sposob, ze odcinek AC jest zawarty




w jednej ze wspolnych stycznych wewnetrznych do tych okregow, jak na rysunku.

Pokazemy, ze |AB| = |CD)|.

W tym celu zaznaczymy odpowiednio punkty stycznosci.

Dowdéd réwnosci odcinkow stycznych

Z wczesniejszego twierdzenia wynika, ze | PQ| = |RS|, czyli

|AP| + |AQ| = |CS| + |CR|. Ale z twierdzenia o odcinkach stycznych (zasadniczego
twierdzenia planimetrii) otrzymujemy w szczeg6lnosci, ze |[RC| = |CD|, |CS| = |CB|,
|AQ| = |AB| oraz |AP| = |AD|. Stad, wynikajaca z twierdzenia o stycznych do dwoch
okregow réwnos$¢ mozemy zapisa¢ w postaci |AD| + |AB| = |CB| + |CD|. Pozostaje
jeszcze zauwazy¢, ze |CB| = |CD| + |BD| oraz |AD| = |AB| + | BD|, zatem rowno$¢
|AD| + |AB| = |CB| + |CD| przyjmuje posta¢

|AB| + |BD| + |AB| = |CD| + |BD| + |CD|. Stad 2|AB| = 2|CD|, czyli |AB| = |CD|.

Przyktad 2



Rozwazmy dwa okregi. Kazdy z punktéw A i C'lezy na innej z dwoch wspolnych
stycznych wewnetrznych do tych okregow, ktore to styczne przecinajag wspolng styczna
zewnetrzna RS w punktach odpowiednio Bi D, jak na rysunku.

Pokazemy, ze |AB| = |CD)|.

Podobnie, jak w Przyktadzie 1. zaczniemy od oznaczenia widocznych na rysunku
punktow stycznosci i punktu M- wspolnego dla stycznych wewnetrznych.

Dowdd réwnosci odcinkdéw stycznych.

Mamy woweczas, ze |[DP| = |CD| 4 |CM| + |MP| oraz |DR| = |BD| + | BR|. Podobnie
|BQ| = |AB| + |AM| + |MQ)| oraz |BS| = |BD| + |DS|. Z twierdzenia o odcinkach
stycznych poprowadzonych z punktu D oraz z punktu B otrzymujemy w szczegolnosci,
ze |CD| + |CM| + |MP| = |BD| + |BR| oraz |AB| + |AM| + |MQ| = |BD| + |DS|.



Odejmujagc stronami ostatnie rownosci dostajemy, ze

|CD| + |CM| + |MP| — (|AB| + |AM| + |MQ|) = |BD| + |BR| — (|BD| + |DS|).

Z twierdzenia o odcinkach stycznych otrzymujemy ponadto, ze |[PM| = |AM|,

|CM| = |MQ)|, |BR| = |AB| oraz |DS| = |CD|, zatem powyzsza rowno$¢ przyjmuje
postac

|ICD| + |MQ|+ |AM| — (|AB| + |AM| + |MQ|) = |BD| + |AB| — (|BD| + |CD]). Po
uproszczeniu i redukcji wyrazéw podobnych mamy |CD| — |AB| = |AB| — |CD|, czyli
2|AB| =2|CD|,astad |AB| = |CD|.

Potega punktu wzgledem okregu

Rozwazmy okrag o srodku w punkcie O i punkt P lezacy na zewnatrz okregu. Z tego
punktu poprowadzmy styczng oraz sieczng tego okregu, jak na rysunku.

Styczna i sieczna

Niech A bedzie punktem stycznosci, a @, R bedg punktami, w ktérych sieczna przecina
dany okrag. Okazuje sie, ze | PQ| - |PR| = |PA|? niezaleznie od wyboru sieczne;.

Dla dowodu pokazemy, ze trojkaty PRA i PA(Q s3 podobne. Skorzystamy w tym celu
z twierdzenia o kacie wpisanym i sSrodkowym opartych na tym samym tuku i z faktu, ze
promien OA jest prostopadly do stycznej AP.



Styczna i sieczna dowodd

Oznaczmy |£ PQA| = a. Wtedy |{AOR| = 2a oraz
|RAP| =90° — % - (180° — 2a) = c. Ale to oznacza, na mocy cechy kkk podobienstwa
trojkatow, ze trojkaty PRA 1 PA(Q) sa podobne. Stad, w szczegoblnosci 4P _ 1Pal czyli

|[PR| ~— |AP]
2
PQ| - |PR| = |PAP.

Otrzymana zaleznoS$¢, ktora w programach szkolnych nosi nazwe twierdzenia o odcinkach
styczneji siecznej, jest szczegolnym przypadkiem szerszego zagadnienia zwanego pod
nazwg potegi punktu wzgledem okregu. Aby je wprowadzi¢, wr6¢my do naszego
zagadnienia styczneji siecznej, ale rozwazmy sieczng, ktora zawiera Srednice okregu, jak na
rysunku.

Potega punktu wzgledem okregu



Oznaczmy przez r promien danego okregu, a przez d oznaczmy odlegtos¢ |OP| punktu P
od $rodka okregu.

Wtedy |PQ| - |PR| = |PA|* = d? — r2. Dla danego okregu i danego punktu wielkos¢
d?> — r? nazywamy potegg punktu wzgledem okregu.

Okazuje sie, ze pojecie potegi punktu wzgledem okregu mozna uogolni¢ na punkty lezace
na okregu (wowczas potega jest rowna 0) oraz punkty wewnetrzne okregu (potega jest
wtedy ujemna). Przydatne jest operowanie takze pojeciem prostej potegowej, ktora zostata
posrednio zdefiniowana w ¢wiczeniach do niniejszejlekcii.

Pozostaje zapisa¢ prosty wniosek, dotyczacy roéznych siecznych. Niech @, R oraz M, N
beda punktami, w ktorych dwie rézne sieczne przecinaja odpowiednio dany okrag, jak na
rysunku.

Dwie sieczne.

Wtedy |PQ| - |PR| = |PM]| - |PN]|.

Wrb6cmy teraz do zagadnienia ze wstepu do niniejszej lekcji. Pokazemy rowno$¢ odcinkow
AP i BP,wyznaczonych na stycznych do dwoch przecinajacych sie okregdw, jak na
ponizszym rysunku
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Zastosowanie potegi punktu wzgledem okregu.

Zauwazmy, ze |PQ| - |[PR| = |PA|” oraz |PQ| - |PR| = |PB|*. Stad wynika rownos¢
|PA|? = |PB|? i postawiona teza.
Stowniczek

prosta potegowa

dla niewspotsrodkowych okregow zbiorem punktow, dla ktorych ich potega wzgledem
obu okregow jest taka sama, jest prosta, ktora nazywamy prostg potegowa lub osig

pote gowg

potega punktu wzgledem okregu

dla danego punktu P i dla danego okregu o srodku w punkcie O i promieniu r
wyrazenie | PO|*> — 72 nazywamy potega tego punktu wzgledem danego okregu




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami zastosowania twierdzenia o odcinkach stycznych przedstawionymi
W animacji.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DQNMfg8lk

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy zastosowania twierdzenia o odcinkach
stycznych.

Polecenie 2

Dany jest tréjkat o bokach: 3, 4, 5. Wyznacz dtugosci odcinkdéw, na jakie boki tréjkata zostaty
podzielone przez punkty, w ktérych okragg wpisany w ten trojkat jest styczny do jego bokow.

Polecenie 3

Przez punkty A, B poprowadzono styczne do danego okregu, ktére przeciety sie w punkcie P.
Wyznacz dtugo$¢ promienia tego okregu, jesli |[AP| = 4 oraz |[<APB| = 45°.



https://zpe.gov.pl/a/DQNMfg8lk

Polecenie 4

W trapez prostokatny ABC'D o krétszej podstawie C' D réwnej 3 wpisano okrag o promieniu
2, styczny do odpowiednich ramion trapezu w punktach P, ), R, S, jak na rysunku.

D R C
<A

A B

Wyznacz réznice dtugosci |BQ| — |CQ)|.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Rozwazmy dwa okregi. Pary punktow P, Q oraz R, S lezg odpowiednio na dwdch wspdélnych
stycznych zewnetrznych do tych okregéw, jak na rysunku.

P

R

Przez punkty ) i R poprowadzono prosta, ktora przecieta te okregi odpowiednio w punktach
Ai B. Wykaz, ze |AQ| = |BR)|.




Cwiczenie 2 @)

Wykaz réwnosé¢ odcinkéw AP i BP, wyznaczonych na stycznych do trzech przecinajacych
sie okregéw, poprowadzonych z punktu przeciecia sie dwéch siecznych RS i M N, jak na
ponizszym rysunku.

Cwiczenie 3

Dane s3 dwa okregi: o $rodku S; i promieniu 7 oraz o $srodku S5 i promieniu R takie, ze
odlegtosc ich srodkdéw jest réwna D. Na prostej tgczacej srodki obu tych okregéw lezy taki
punkt P, dla ktorego potega wzgledem obu okregow jest rowna. Wyznacz odlegtos$é d punktu
P od $rodka 5;.

Cwiczenie 4

Rozwazmy dwa okregi: o srodkach w punktach S; i Sy i promieniach odpowiednio r i R. Niech
P bedzie punktem lezacym na prostej S1.95, dla ktérego potega wzgledem obu okregdw jest
taka sama. Wykaz, ze dla kazdego punktu lezacego na prostopadtej do prostej S155

i przechodzacej przez punkt P, potega wzgledem obu okregdw jest réowna

Cwiczenie 5



Cwiczenie 6
Potega punktu wzgledem danego okregu jest rowna 144, a odlegtos¢ tego punktu od $rodka
okregu jest o 8 wieksza od promienia. Promien tego okregu jest rowny:

O 10

O 13

O 5

O 12



Cwiczenie 7 @

Punkt O jest srodkiem okregu, w ktérym |PR| = 12, |PN| =9,

PQ| = 15, jak na rysunku.

Q

Promien tego okregu jest rowny

O 183
O 13
O 20

O 141



Cwiczenie 8

Niech P bedzie punktem wspdlnym cieciw M N i Q R danego okregu, jak na rysunku

Q

Uzasadnij, ze |[PM| - |PN| = |PQ| - |PR|.

Utéz w kolejnosci etapy dowodu.

Zatem trojkaty M PQ i RPN maja dwie pary katow rownych.

Zauwazmy, ze katy wpisane M QR i M N R s3 oparte na tym samym tuku okregu,
zatem sg rowne.

Stad |PM| - |PN| = |PQ| - |PR

, co nalezato wykazad.

Poprowadzmy odcinki QM i N R i rozwazmy tréjkaty M PQ i RPN.

. . . o . .. . |PR| \MP|
Korzystajac z podobienstwa, mozemy zapisa¢ w szczegdlnosci, ze N[ = 1PQ| -

Na mocy cech kkk stwierdzamy, ze trojkaty te sg podobne.

114

214

114

114

214

O



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie twierdzenia o odcinkach stycznych
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria

1) wyznacza promienie i Srednice okregow, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych

5) stosuje wlasnosci katow wpisanych i srodkowych
12) przeprowadza dowody geometryczne
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe.

Cele operacyjne:
Uczen:

» znai stosuje zasadnicze twierdzenie planimetrii

» przeprowadza dowdd twierdzenia o odcinkach styczneji sieczne;j

» wykorzystuje zasadnicze twierdzenie planimetrii do badania zwigzkow miarowych
w trojkacie i dowodzenia twierdzen

e zna pojecie potegi punktu wzgledem okregu i prostej potegowej

o przeprowadza dowody geometryczne

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody nauczania:



o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer. Lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie zasadniczego twierdzenia planimetrii. Nastepnie
prezentuje na rysunku lub modelu przygotowanym w aplecie problem rownosci
odcinkow stycznych poprowadzonych do dwoch okregdw z punktu lezacego naich
wspolnej sieczne;j.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prezentuje model dwoch stycznych zewnetrznych do dwoch okregow
i prosi uczniow o sformutowanie hipotezy dotyczgcej dlugosci odpowiednich
odcinkow tych stycznych. Nastepnie prosi o przeprowadzenie dowodu - wybrany
uczen przeprowadza dowod na tablicy.

2. Nauczyciel formutuje kolejno dwa problemy, opisane w Przyktadzie 1. i Przyktadzie 2.
Uczniowie, pod kierunkiem nauczyciela rozwigzujg problemy. Nauczyciel moze podjac¢
decyzje, by jeden z przyktadow zaproponowac¢ do samodzielnego rozwigzania w domu.

3. Nauczyciel poleca uruchomic¢ animacje i prosi o wykonanie dotgczonych polecen.

4. Nauczyciel formutuje twierdzenie o odcinkach styczneji siecznej. Uczniowie
przeprowadzajag dowdd i formutujg wnioski - w szczegolnosci dotyczace odpowiednich
rownosci w przypadku wielu siecznych.

5. Nauczyciel wprowadza pojecie potegi punktu wzgledem proste;j.

6. Na zakonczenie uczniowie, pod kierunkiem nauczyciela, rozwiazujg problem réwnosci
odpowiednich odcinkow stycznych, zaprezentowany na wstepie lekcii.

7. Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dziatlow matematyki.

Faza podsumowujaca:



» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zaje¢. Ewentualnie moze prosi¢ o dokonczenie dowodu
twierdzenia.

Materialy pomocnicze:
Styczna do okregu
Wskazowki metodyczne:

Animacje¢ mozna obejrze¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem. Mozna go rowniez
wykorzystac przy realizacji tematu o okregu opisanym na trojkacie.
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