Pochodna funkcji ztozone]

Wprowadzenie

Przeczytaj

Film samouczek

Sprawdz sie

Dla nauczyciela



P . -
.‘g‘ "'\ Ly S

Pochodna funkcji ztozonej

Zrédto: dostepny w internecie: Marek Piwnicki on Unsplash, domena publiczna.

Obliczanie pochodnych funkcji elementarnych to bardzo wazna umiejetno$¢ majgca
zastosowanie w rozwigzywaniu wielu problemow interdyscyplinarnych. W tym materiale
przedstawimy prosty algorytm, ktory pozwoli nam oblicza¢ pochodng dowolnej funkciji
utworzonej z funkcji elementarnych za pomocg skonczonejliczby dziatan i superpozycii
(ztozen), przy zatozeniu, ze istniejg pochodne funkcji elementarnych.

Twoje cele

e Rozpoznasz funkcje ztozona.
» Zastosujesz algorytm pozwalajgcy oblicza¢ pochodna funkcji ztozone;.


https://unsplash.com/@marekpiwnicki?utm_source=unsplash&utm_medium=referral&utm_content=creditCopyText
https://unsplash.com/s/photos/elements?utm_source=unsplash&utm_medium=referral&utm_content=creditCopyText

Przeczytaj

Twierdzenie: o pochodnej funkcji ztozonej

Jezeli istnieje zlozenie funkcji f z funkcja g i funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie x,
za$ funkcja g jest rozniczkowalna w punkcie f(zg), to funkcja g o f jest rozniczkowalna
w punkcie x( oraz

(go f)(x0) = g'(f(z0)) - f(z0)-

Powyzszy wzor zwany jest szczeg6lnym przypadkiem reguty tancuchowej dla funkcji jedne;j
zmienne;j.
Uwaga!

Prawdziwy jest analogiczny wzor dla dowolnejliczby sktadanych funkcji. Nalezy przy tym

pamietac, ze operacja sktadania funkciji nie jest przemienna.
Przyktad 1

Wyznaczymy wzor na pochodna funkciji f(z) = (az + b)* korzystajac z twierdzenia
o pochodnej funkcji ztozone;j.

Rozwigzanie:

Funkcja f(z) jest ztozeniem funkcji g(z) = az + b oraz h(z) = z>.

Funkcja g jest funkcja wewnetrzng, a funkcja h jest funkcja zewnetrzna. Pochodna funkcji
wewnetrznejjest rowna ¢g’(x) = a oraz pochodna funkcji zewnetrznejh’(z) = 2z. Stad
na mocy twierdzenia o pochodnej funkciji ztozonej otrzymujemy:

f(z) = 2a(ax + b).
Przyktad 2

Wyznaczymy ztozenie funkcji (g o f)(z), gdzie f(z) = 2z — 3 oraz g(z) = z*. Obliczymy
pochodng funkcji h(z) = (go f)(x).

Rozwigzanie:

Wyznaczamy funkcje h:

h(z) = (go f)(2) = g(f()) = g(2z — 3) = (2 — 3)"
Wyznaczamy pochodng funkciji h:

W(z)= 2 -4(2z - 3)° = 8(2z — 3)°.

(21‘—3)’ g’(2.’l§—4)



javascript:void(0);

Przyktad 3

Przedstawimy funkcje f(z) = (2* + 1)50 jako zlozenie funkcji elementarnych,
a nastepnie wyznaczymy jej pochodna.

Rozwigzanie:

Funkcja f(x) jest funkcjg ztozona.

Funkcjg wewnetrzng jest funkcija g(z) = =% + 1, a funkcja zewnetrzng h(z) = z°°.
Zatem f(z) = h(g(z)) = (h o g)().

Pochodna funkcji zewnetrznejjest rowna h’(z) = 50z,

Pochodna funkcji wewnetrznejjest rowna ¢g'(z) = 2.

Na mocy twierdzenia o pochodnej funkciji ztozonej otrzymujemy:

f(z) = 2z -50(z? + 1)49 = 100z (z* + 1)49.
Przyktad 4

Wyznaczymy pochodng funkcji f(z) = sin(5z).

Rozwigzanie:

Funkcja f(x) jest funkcjg ztozona.

Funkcja wewnetrzng jest funkcja g(x) = 5z, a funkcja zewnetrzng h(z) = sin z.
Pochodna funkcji zewnetrznejwynosi h’(z) = cos .

Pochodna funkcji wewnetrznejwynosi g’'(z) = 5.

Na mocy twierdzenia o pochodnej funkciji ztozonej otrzymujemy:

f(z) = 5cos(bx).
Przyktad 5

Wyznaczymy pochodng funkciji f(z) = sin® z.
Rozwigzanie:
Funkcja f(x) jest funkcja ztozona.
5

Funkcja wewnetrzng jest funkcja g(z) = sin z, a funkcja zewnetrzna h(z) = z°.

Pochodna funkcji zewnetrznejwynosi h’(z) = 5z#, a funkcji wewnetrznej g’(z) = cos z.



Na mocy twierdzenia o pochodnej funkciji ztozonej otrzymujemy
f'(x) = 5cosx - sint x.

Stownik
ztozenie funkcji

jeslif: X -Yig:Y — Z, tofunkcje h : X — Z okreslong wzorem h(z) = g(f(x))
nazywamy ztozeniem funkcji f i g; funkcje f nazywamy funkcja wewnetrzng, a funkcje g
funkcja zewnetrzng




Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem, a nastepnie wykonaj ¢wiczenia zamieszczone pod nim.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DQPfIXWL,

Film nawigzujacy do treSci materiatu dotyczgcego pochodnej funkcji ztozone;j.

Polecenie 2

Polecenie 3
Wyznaczym pochodna funkgcji h(x) = (23:3 + 5)5.



https://zpe.gov.pl/a/DQPfIXWLj

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O O @
| Cwiczenie 1
| Cwiczenie 2
| Cwiczenie 3

Cwiczenie 4
Wyznacz pochodna funkdji f(z) = (:134 — 322 + 5) 0

Cwiczenie 5

Wyznacz pochodna funkgji f(z) = (2z + 1) (2% — 1)30.

Cwiczenie 6

Wyznacz pochodna funkgji f(x) = x sin(2z).

Cwiczenie 7
Wyznacz pochodna funkdiji f(z) = (z* + 1)2 sin(3z).

Cwiczenie 8
Wyznacz pochodna funkgji f(z) = sin(4z) + sin(2z — 1).




Dla nauczyciela

Autor: Agnieszka Niemczynowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pochodna funkcji zloZonej

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) stosuje definicje pochodnejfunkciji, podaje interpretacje geometryczng i fizyczng
pochodnej;

4) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza pochodng,
korzystajgc z twierdzen o pochodnej sumy, roznicy, iloczynu, ilorazu i funkcji ztozone;j.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;
Cele operacyjne:

Uczen:

 zna pojecie funkciji ztozone;j;
 stosuje algorytm pozwalajgcy oblicza¢ pochodng funkciji ztozone;.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



odwroécona klasa;

dyskusija;
liga zadaniowa;
technika Swiatet drogowych.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami z poprzednich lekcji dotyczacymi pochodne;j
funkciji i jejinterpretacji geometryczne;.

Faza wstepna:

1. Prowadzgcy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggni¢cia w trakcie lekcij.

2. Uczniowie przypominajg podstawowe wzory na pochodne funkcji oraz twierdzenie
o pochodnejiloczynu funkcii.

3. Uczniowie formutujg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-4 osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajq sie
z informacjami z sekcji ,Przeczytaj”. Analizujg przedstawione przyklady i notujg pytania.
Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadaja na nie uczniowie
z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie indywidualnie analizujg materiat przedstawiony w sekcji ,Film samouczek”.
Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore pojawily sie po zapoznaniu si¢
z materiatem.

3. Uczniowie wykonuja wspolnie polecenia nr 2-3 z sekcji ,,Film samouczek”.

4. Uczniowie wykonuja wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajac je wraz z uczniami.



5. Nauczyciel dzieli klase na grupy. Uczniowie rozwigzujg zadania 3-5 z sekcji ,Sprawdz
sie”. Grupa, ktora poprawnie rozwigze zadania jako pierwsza otrzymuje oceny za
aktywno$c¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

6. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6-7 z dziatu ,,Sprawdz si¢”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel przypomina uczniom cele lekciji i kryteria sukcesu. Pyta o stopien ich
realizacji, uzywajac techniki $wiatet drogowych.

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

Pochodne funkcji elementarnych

Wskazowki metodyczne:

Film samouczek mozna wykorzystac jako materiat, stuzacy powtorzeniu materiatu
wyznaczaniu przedzialow monotonicznosci funkciji.
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