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i postanawiasz zajg¢ si¢ wyrobem bizuterii

artystycznej. Poniewaz lubisz ksztatt kota,

wybierasz go na pierwsze tworzone przez

siebie kolczyki. Jedno koto to jednak dla
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I takim oto sposobem stworzytes okregi
styczne wewnetrznie, ktorymi zajmiemy sie
w tym materiale.
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Twoje cele

» Poznasz warunki, jakie powinny zaistniec¢, aby okregi byly styczne wewnetrznie.
o Obliczysz wspotrzedne punktu stycznoSci.



o Zastosujesz warunek styczno$ci w zadaniach.



Przeczytaj

Dwa okregi majgce dokladnie jeden punkt wspolny nazywamy stycznymi. Punkt wspolny
nazywamy wowczas punktem stycznosci. Okregi mogg byc¢ styczne zewnetrznie lub
styczne wewnetrznie.

Przeanalizujemy sytuacje, gdy okregi sg styczne wewnetrznie, czyli jeden okrag lezy
wewnatrz kota ograniczonego drugim.

Dwa okregi sg styczne wewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy odlegtos¢ srodkow okregow

jest rowna roznicy promieni:
’0102| =17 — Ty, gdy Ty > T1.

Jest to warunek konieczny i wystarczajacy stycznosci wewnetrznej dwoch okregow.

Rozwazmy dwa okregi o srodkach Oy = (aq,by) i promieniu r; oraz Oy = (as, by)
i promieniu 5. Jezeli mamy dwa okregi o rownaniach (z — a;)® + (y — by)* = 72
(z — as)® + (y — by)? = 752, to s3 one stycznie wewnetrznie, gdy

‘0102| = \/(ag — a1)2 + (b2 — b1)2 = |’l"2 — ’I"l‘.

Odlegtos¢ dwoch punktow jest zawsze liczbg nieujemng; poniewaz nie mozemy stwierdzic,
ktora z danych liczb r; czy ry jest wieksza, zapisaliSmy réznice promieni w wartosci

bezwzgledne;j.
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Skorzystali$my ze wzoru na odlegto$¢ dwoch punktow |AB| = \/ (x5 —x4)* + (yg — ya)*.
Przyktad 1

Sprawdzimy, czy okregi o promieniach vy = 7, 79 = 2, ktorych odlegtos¢ miedzy
srodkami wynosi 5, s3 styczne wewnetrznie.

Rozwigzanie

Okregi o promieniach r; = 7, ry = 2, ktorych odlegtos¢ miedzy sSrodkami wynosi 5, sa
styczne wewnetrznie bo 5 = 7 — 2, czyli zachodzi warunek konieczny i wystarczajgcy
styczno$ci wewnetrznej dwoch okregow |O10;| = ry — 7.

Przyktad 2

Sprawdzimy, czy okregi (z — 1)* + (y 4 2)* = 251 (x + 2)® + (y — 2)® = 4 s3 styczne
wewnetrznie.

Rozwigzanie

Okrag o rownaniu (z — 1)® + (y 4 2)? = 25 ma érodek w punkcie O; = (1, —2)
i promien r; = 5.

Okrag o rownaniu (z + 2)* + (y — 2)® = 4 ma érodek w punkcie O, = (—2,2) i promien
To = 2.

Obliczamy odlegltos¢ srodkow O; O tych okregow ze wzoru

|AB| = \/(xB —z4)’ + (yp — ya)*

10102] = /(=2 —1)2+ (2— (-2))2 = V32 + 42 = /25 = 5.

Sprawdzamy warunek |O;0;| = |ry — r1| i widzimy, ze dla |O;05| = 5,71 =5iry =2
nie jest on spetnionybo 5 # |2 — 5| = 3.

Przyktad 3

Wyznaczymy dtugo$¢ promienia okregu o srodku w punkcie (—1, —1) tak, aby byt on
styczny wewnetrznie do okregu (z — 5)2 + (y — 7)2 = 16. Obliczymy wspotrzedne
punktu stycznoSci.

Rozwigzanie

Okrag o rownaniu (z — 5)* + (y — 7)° = 16 ma érodek w punkcie O; = (5,7) i promien
T = 4.




Okrag o rownaniu (z 4+ 1)* 4 (y + 1)° = 7, ma érodek w punkcie Oy = (—1, —1)
i promien 7.

Aby okregi byly styczne wewnetrznie, musi by¢ spelniony warunek |O10s| = |ry — 7.

Poniewaz |0105| = \/(—1 —5)2 4+ (-1-17)°= \/(—6)2 +(—8)* =100 = 10

r1 = 4, to otrzymujemy réwnanie 10 = |ry — 4/, co daje 10 = ro — 4lub —10 = 75 — 4.
Poniewaz ro > 0, tory = 14.
Aby znalez¢ punkt wspolny okregow, rozwigzujemy uktad ztozony z réwnan obu okregow.

W tym celu zapisujemy rownania w postaci:

(z—5)7°+ (y—"7)° =16
(z+1)° + (y+1)* = 196

22 — 10z + 25 + 32 — 14y + 49 = 16
224+ 2+ 14+ +2y+1=196

{w2+y2 — 10z — 14y + 74 = 16 (1)
x? + 92 + 2z + 2y + 2 = 196 (2)

Odejmujemy stronami od rownania (1) réwnanie (2) i otrzymujemy
12z + 16y — 72 = 180

12z 4+ 16y = 252, wyznaczamy z tego rOwnania :

12z = 252 — 16y wiec z = 21 — .

Podstawiamy x=21— —y do np. pierwszego réwnania, otrzymujac
(21— 49)° + 92 +2(21 — 4y) + 2y = 194

Dokonujemy przeksztatcen: 441 — 48y 4+ 1842 4 42 4 42— By 4 29— 194 =0
i po redukcji dochodzimy do rownania kwadratowego > 22— 170 —=-y+289 =0.

Wyrdéznik tego trojmianu wynosi A = (%)2 —4-289- % =0.

—170 17

(=]

Rownanie 2232 — 110y 4 289 = 0 ma jedno rozwiazanie yo = —>F =0 =
9 9
Do rownania z = 21 — 3y podstawiamy y = 2t
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[lustracja sytuacji przedstawionejw zadaniu.
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Promien okregu o $rodku w punkcie (—1, —1) wynosi 14, wtedy jest on styczny

wewnetrznie do okregu (z — 5)° + (y — 7)2 = 16. Wspolrzedne punktu stycznosci

WYNoOszq (% 5 55—1 ) .

Przyktad 4

Wyznaczymy wspotrzedne Srodka okregu o promieniu 1 przechodzacego przez punkt
(4,0) i stycznego wewnetrznie do okregu z? + y? + 8 x — 84 = 0.

Rozwigzanie

Rownanie okregu doprowadzamy do postaci (z — a)® + (y — b)* = 72

2 +1y* + 8z —84=0

22+ 8x+16—-16+19> -84 =10

(x+4)* —16 +12 — 84 =0,

(z 4+ 4)° + y? = 10

Stad wnioskujemy, ze srodkiem okregu jest punkt O = (—4, 0) a promien ma dtugos¢ 10.
Punkt (4, 0) oznaczmy przez S. Wiemy, ze r = 1.

Szukany okrag ma spetnia¢ dwa warunki:



1. ma przechodzi¢ przez punkt S = (4,0) (1),
2. ma by¢ styczny wewnetrznie do danego okregu (2).

7 warunku (1): (4 —a)” + b2 = 1
Z warunku (2):10 — 1 = 9.

Zatem |0S| = 9,0 = (—4,0)i S = (a,b), wiec |0S|* = (a + 4)® + b2, czyli
(a+4)> + > = 92,

Otrzymujemy zatem uktad réwnan:

{@aﬁ+w=1u)
(a+4)* + 6> =81(2)

Odejmujemy stronami od réwnania (2) rownanie (1) i otrzymujemy
(a+4)* — (4 — a)® = 80.

Po przeksztatceniach:

16 + 8a + a® — (16 — 8a + a*) = 80
16 + 8a + a® — 16 + 8a — a® = 80
ostatecznie mamy

16a = 80

5% =5.

a= 6

Podstawmy a = 5 do réwnania (1) :
(4 —5)° +b® = 1,b* = 0 otrzymujemy b = 0.

Poszukiwany okragg ma srodek w punkcie S = (5, 0).
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Stownik

okrag o srodku O i promieniu r

zbidr wszystkich punktow P plaszczyzny, ktorych odlegtos¢ od punktu O jest rowna r
dwa okregi styczne wewnetrznie

dwa okregi sg styczne wewnetrznie, gdy odlegtos¢ srodkow tych okregow jest rowna

roznicy promieni



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacjg prezentujgca okregi styczne wewnetrznie, a nastepnie rozwiaz zadania
i poréwnaj z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DWGh7DpDL

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcego okregow stycznych wewnetrznie na
plaszczyznie kartezjanskie;j.

Polecenie 2

Sprawdz, czy okregi (z — 1)* + (y+4)° = 49i (z + 2)* + (y + 8)® = 4 53 styczne
wewnetrznie.

Polecenie 3

Okregi (z + 1)* + 42 = 161 (z — 2)® + 32 = 1 s3 styczne wewnetrznie; oblicz wspétrzedne
punktu stycznosci.



https://zpe.gov.pl/a/DWGh7DpDL

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Dane s3 dwa okregi styczne wewnetrznie: O; o $Srodku w punkcie S7 i promieniu r; oraz O,

o $rodku w punkcie Sy i promieniu 5. Wiadomo, ze |S1.53| = 13 oraz r; = 15. Wybierz
mozliwe dtugosci promieni drugiego okregu. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

D 7“2:28
D 7"2211
() m=5

() re=2

Cwiczenie 2 @)

Potacz w pary rownanie okregu z dtugos$cig promienia drugiego okregu tak, aby byty to okregi
styczne wewnetrznie.

(z +1)° + 9% = 25 oraz

=3
(z = 1)+ 4% =ry "

22 + (y — 4)® = 25 oraz 2
(+1)"+(y—4)° =1’ o
(x+5)*+ (y—1)* = 25 oraz 1
(z+5)°+(y+2)" =1’ T

(z +1)° + (y — 3)* = 25 oraz
7”2:4

(z+ 1)+ (y+1)° =ry?



Cwiczenie 3

Jaka dtugo$¢ powinien mie¢ promien okregu o srodku w punkcie S = (2, 0), aby byt on
styczny wewnetrznie do okregu o réwnaniu (z + 1)2 + (y — 3)2 = 8? Zaznacz poprawna
odpowiedz.

O 8-3v2
O 5v2
O V2

O 8+3v2

Cwiczenie 4

Dany jest okrag O1 o réwnaniu (z — 5)2 + (y — 1)2 = 16. W puste miejsce wpisz
odpowiednie liczby catkowite.

1. Okrag O jest styczny wewnetrznie z okregiem o réwnaniu % + (y — 13)2 = 72, gdy

r=| |

2. Okrag O jest styczny wewnetrznie z okregiem o réwnaniu (z + 7)2 + (y— 6)2 = r?

gdy r :‘ ’

3. Okrag O jest styczny wewnetrznie z okregiem o réwnaniu (z — 2)2 + (y+ 3)2 = r?

gdy r :‘ ’




Cwiczenie 5

Dany jest okrag O; o réwnaniu z2 + 3? = 9.
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

0 Okrag O jest styczny wewnetrznie z okregiem o rownaniu
(x4 6)° + (y—8)° =72 gdyr = 13.

0 Okrag O1 jest styczny wewnetrznie z okregiem o rownaniu
(x -2+ (y+1)>*=r%gdyr=3—+3lubr=3++/3.

Okrag O jest styczny wewnetrznie z okregiem o rownaniu
(z+1)°+(y—1)° =12 gdyr=3—+2lubr =3+ 2.

D Okrag O jest styczny wewnetrznie z okregiem o rownaniu
(x—3)2+ (y+4)>=r%gdyr=2lubr =8.

Cwiczenie 6

Dany jest okrag O; o réwnaniu (z — 6)2 + (y + 4)? = 400. Ocen prawdziwos$¢ ponizszych
zdan. Przy kazdym zdaniu w tabeli zaznacz ,Prawda” albo ,Fatsz”.

Zdanie Prawda Fatsz

Okrag O jest styczny
wewnetrznie z okregiem
o réwnaniu O O
(x+2)%+ (y—11)* = 9.

Okrag O jest styczny
wewnetrznie z okregiem

o réwnaniu O O
(z — 14)* + (y + 19)* = 289

Okrag O jest styczny
wewnetrznie z okregiem

o réwnaniu O O
(z+9)* + (y — 4)* = 1369



Cwiczenie 7 @

Okregi o rownaniach: (z + 2)° + (y — 2)° = 25 oraz (z — 1)> 4 (y — 6) = 100 sa styczne
wewnetrznie. Jakie wspoétrzedne ma punkt stycznosci tych okregéw? Zaznacz poprawna
odpowiedz.

O (=6,0)
O (=2,2)
O (=5,-2)
O (1,6)
Cwiczenie 8 @

Okregi o réwnaniach: z2 + 6z + y? — 10y — 866 = 0 oraz (z — 4)® + (y + 19)* = 25 s3
styczne wewnetrznie.
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Odlegtos¢ miedzy srodkami tych okregéw wynosi 35.

Punkt stycznosci tych okregdw ma wspotrzedne (%, _1T19)-

Punkt stycznosci tych okregdw ma wspdtrzedne (5, —24).

O o 0O 4

Odlegto$¢ miedzy sSrodkami tych okregéw wynosi 25.



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Okregi styczne wewnetrznie na plaszczyznie kartezjanskiej

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Zakres podstawowy:

VIIL Planimetria

Uczen:
1) wyznacza promienie i Srednice okregow, dlugosci cigeciw okregow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskiej

Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich rownan,

w tym znajduje wspolny punkt dwoch prostych, jesli taki istnieje;

2) postuguje si¢ rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkoweji ogolne;j,

w tym wyznacza roOwnanie prostej o zadanych wiasnoSciach (takich jak na przyktad
przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspotczynnik kierunkowy, rownolegtos¢ lub
prostopadio$¢ do innej prostej, stycznos$¢ do okregu);

3) oblicza odlegtos¢ dwoch punktow w ukladzie wspotrzednych;

4) postuguje sie rownaniem okregu (z — a)® + (z — b)* = 2.

Zakres rozszerzony:
IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej

Uczen:
1) stosuje rownanie okregu w postaci ogolnej;
2) znajduje punkty wspolne dwoch okregow.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;



« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,

technologii i inzynierii;

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

Uczen:

zna warunek konieczny i wystarczajgcy stycznosci wewnetrznej dwoch okregow;
wykazuje styczno$¢ wewnetrzng dwoch okregow;

planuje czynnoS$ci majgce doprowadzi¢ do wyznaczenia wspotrzednych punktu
styczno$ci dwoch okregow;

wykorzystuje warunek konieczny i wystarczajacy stycznos$ci wewnetrznej dwoch
okregbw w rozwigzaniach zadan;

ksztatci umiejetnos¢ stosowania metod geometrii analityczne;j;

z zaangazowaniem rozwigzuje zadania, postugujgc si¢ poznanymi twierdzeniami
i definicjami;

analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwigzania.

Strategie nauczania:

konstruktywizm,
konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

burza mozgow;

rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem animaciji i ¢wiczen interaktywnych;
pokaz multimedialny;

rozwigzywanie zadan pod kontrola nauczyciela.

Formy pracy:

praca indywidualna,
praca w grupach,
praca catego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do Internetu,
projektor multimedialny,
e-podrecznik,

arkusze papieru, pisaki



Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominajg rownanie okregu;
2. Uczniowie okres$laja, jak moga by¢ potozone dwa okregi;
3. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Metodg ,burzy mozgow” uczniowie podajg warunek, jaki musi by¢ speiniony, aby
okregi byly styczne wewnetrznie;

2. Warunek konieczny i wystarczajacy zostaje zapisany na tablicy przez chetnego ucznia;

3. Nauczyciel prezentuje animacje;

4. Na forum catej klasy uczniowie omawiajg rozwigzania zadan przedstawionych
W animacji;

5. Uczniowie, w parach, rozwiazuja zadania znajdujgce si¢ pod animacjg;

6. Chetni uczniowie podaja rozwigzania, zapisujgc je na tablicy;

7. Nauczyciel zwraca uwage na poprawnosc¢ zapisu i jego estetyke, wyjasnia
niezrozumiate dla uczniow elementy;

8. Nauczyciel prosi uczniow o rozwigzanie wskazanych ¢wiczen interaktywnych;

9. Uczniowie indywidualnie rozwigzuja wskazane przez nauczyciela ¢wiczenia
interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1. Chetni uczniowie prezentujg rozwigzania ¢wiczen interaktywnych;

2. Uczniowie formutlujg warunek konieczny i wystarczajacy stycznosci wewnetrznej
dwoch okregow;

3. Uczniowie okres$laja, co byto dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien;

4. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnos$¢ uczniow.

Praca domowa:

1. Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych, ktore nie zostaly
rozwigzane na lekcij.

Materialy pomocnicze:

Wzajemne potozenie dwoch okregow
Zadania

Wskazowki metodyczne:


file:///b/P1E2k50eX
file:///b/PKRwJoGA3

Animacja moze by¢ inspiracja do przygotowania konstrukcji okregow stycznych
wewnetrznie, gdy dane sg promienie obu okregow.



