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Co to jest granica funkgji

Wprowadzenie

Przeczytaj
Animacja

Sprawdz sie

Dla nauczyciela



Zrédto: Markus Spiske, dostepny w internecie: unsplash.com, domena publiczna.

Pojecie granicy jest jednym z wazniejszych poje¢ zwigzanych z analizg funkciji. Istniejg dwie
definicje granicy funkcji, ktore zostaty sformutowane przez dwoch roéznych matematykow.
Nim jednak si¢ z nimi zapoznamy sprobujmy poznac intuicyjnie, czym jest granica funkciji.
Wykorzystamy do tego pojecia ciggu wartosci oraz ciggu argumentow funkcij.

Twoje cele

» Dowiesz si¢ co oznacza pojecie granicy funkcii.
» Poznasz przyktady granic niektorych funkcji elementarnych.



Przeczytaj

Intuicyjne pojecie granicy funkcji

Zanim sprobujemy sformulowac intuicyjng definicje granicy funkcji, przypomnijmy sobie
czym jest granica ciggu (a,). Intuicyjnie jest to taka liczba g, do ktorej dazg wyrazy tego
ciagu, tzn. prawie wszystkie wyrazy ciggu (a,,) znajdujg sie dowolnie blisko liczby g. Do
zilustrowania pojecia granicy funkcji wykorzystamy pojecia ciggu argumentow oraz ciggu
wartosci funkcji. Spojrzmy na ponizszy przyktad.

Przyktad 1

Niech funkcja f : R — R dana bedzie wzorem f(z) = z%. Rozwazmy cigg argumentow tej
funkcji dany wzorem x,, = 2 — % Oczywiscie ciag ten jest zbiezny oraz lim,, , |, ,, = 2
. Sprawdzimy czy zbiezny jest cigg wartosci f(zy). Poniewaz

n2

flaa) = @+ 3) =4- 3+
oraz

. 4 . 1
Iim - = lim 5 =0,
n—+oo ™ n=-+oo "

wiec korzystajgc z twierdzenia o arytmetyce granic ciggdow wnioskujemy, ze ciag
wartosci f(x,,) jest zbiezny oraz

lim f(z,) = 4.

n—-+o0o

Zauwazmy, ze powyzsze rozumowanie mozemy powtorzyc¢ dla jakiegokolwiek ciggu
argumentow zbieznego do 2. Istotnie jesli cigg x, jest dowolnym ciggiem argumentow
funkcji f takim, ze lim =z, = 2,to

n—+00

Stad oraz z twierdzenia o arytmetyce granic otrzymujemy

lim f(z,) = lm (z,-z,) =2-2=4.

n——+0oo n—-+00
W powyzszym przykladzie udalo nam si¢ wykaza¢ nastepujacg wiasnos¢ funkcji f:

Jezeli argumenty funkcji f dazg w dowolny sposob do liczby 2, to warto$ci funkcii
odpowiadajace tym argumentom dgzg zawsze do liczby 4.

Ponizsza grafika przedstawia interpetacje graficzng powyzszej wlasnosci.
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f(zs)

Whasno$¢ zilustrowana powyzej oznacza, ze funkcja f(z) = 2 posiada w punkcie zy = 2
granice rowng 4, co symbolicznie zapisujemy nastepujaco

li =4.
lim f(z)
Granica funkcji - pojecie intuicyjne

Powiemy, ze funkcja f posiada w punkcie z granice réwna liczbie g, jesli dla
argumentow tej funkcji roznych od z oraz dazagcych w dowolny sposob do xo, wartosci
funkcji odpowiadajace tym argumentom zawsze daza do liczby g. Poprzez sformutowanie
»,d3z3” rozumiemy istnienie granicy odpowiedniego nieskonczonego ciggu (tzn. ciggu
argumentow lub ciggu wartosci funkcii). Fakt posiadania przez funkcje f granicy

w punkcie o rownej g, zapisujemy nastepujaco

lim f(z) =g.

T—X0

Przyktad 2
Rozwazmy funkcje f: R — R okreslona wzorem
flz) =V3x2 +x + 1.

Zbadamy istnienie granicy funkcji f w punkcie g = —3. W tym celu weZmy dowolny
ciag (xn) zbiezny do liczby zy = —3. Wowczas

lim (3z2) =3 lim =, - lim z,=3-(=3)-(-3) =27,

n—-+o00 n—-+400

Stad oraz z twierdzen o arytmetyce granic ciggow zbieznych otrzymujemy




lim f(z,) = lim /322 + 2, +1=+/27+(-3) +1=+25=5.

n—-+o0o n—-+0o

Z dowolnoéci wyboru ciggu () zbieznego do —3 wynika, ze granicg funkciji f
w punkcie zp = —3 jest liczba 5.

Czy granica funkcji zawsze istnieje?
Na postawione wyzej pytanie odpowie nastepujacy przykiad.
Przyktad 3

Rozwazmy funkcje dang wzorem

l1—zdlaz <0
f(w)_{233—1dlaac>0

Rozwazmy ciag =, = % Oczywiscie jest to ciag zbiezny do 0. Poniewaz x, > 0 dla
kazdegon € Nwiec f(z,) =2z, — 1= 2 — 1. Stad
Jim flz,) =0—-1=—1.
Z drugiej strony przyjmujac T, = — % widzimy, ze x, < 0 dlakazdegon € N oraz ze
lim =, = 0.Zatem f(z,) =1 —z, = 1+ 1. Stad w tym przypadku

n—-+00

n1—1>I—Poo flz,) =1+0=1.
Udalto nam si¢ zatem wskaza¢ dwa ciagi argumentow funkcji f, ktore sa zbiezne do zera.
Jednak ciggi wartoéci f(z,,) dla tych ciagéw argumentow sg zbiezne do réznych granic
(odpowiednio do (—1) oraz 1). Oznacza to, ze funkcja f nie posiada granicy w punkcie
Ty — 0.

Powyzszy przykiad ilustruje ponizsza grafika.



Przyktad 4

Rozwazmy funkcje f: R — R dang wzorem

fe) = 5
Korzystajgc z definicji wartosci bezwzglednej, otrzymujemy
a.jedliz > 0,to f(z) = £ =1;

b.jesliz < 0,to f(z) = =~ = —1;

x

Widzimy stad, ze biorac dowolny ciag (z,,) zbiezny do liczby 0 oraz taki, ze z,, > 0 dla
kazdegon € N dostajemy

lim f(z,) =1.

n— 400

Z drugiej strony biorgc dowolny ciag (z,) zbiezny do liczby 0 oraz taki, ze z,, < 0 dla
kazdegon € N dostajemy

lim f(z,) =-1

n— +o0o

Wskazali$my zatem dwa ciagi argumentow funkcji f takie, ze ciggi wartosci im
odpowiadajace maja rézne granice. Oznacza to, ze funkcja f nie posiada granicy
w punkcie zy = 0.

Wazne!



Podsumowujac rozwazania zawarte w tym temacie mozemy powiedzie¢, ze funkcja f
posiada w punkcie g granice rowng liczbie x, jesli speiniony jest warunek: dla
argumentow funkcji roznych od xy oraz dazacych w dowolny sposob do z(, wartosci
funkcji odpowiadajgce tym argumentom zawsze daza do liczby g. Fakt ten jest podstawa
definicji granicy funkcji w punkcie w sensie Heinego.

Stownik

prawie wszystkie wyrazy ciggu

wszytskie wyrazy ciggu poza co najwyzej skonczona ich iloscia
granica ciagu

liczba rzeczywista g taka, ze dla dowolnejliczby dodatniej € istnieje liczba naturalna NV
taka, ze dla kazdejliczby naturalnejn > N zachodzi |a, — g| < €




Animacja

Polecenie 1

Na ponizszej animacji przedstawiono sposoby na to, jak sprawdzi¢, czy funkcja posiada granice
w danym punkcie. Zapoznaj sie z zastosowanymi metodami, a nastepnie wykorzystaj je do

rozwigzania zadan znajdujacych sie pod animacja.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DspYeBkFq

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej pojecia granicy.

Dana jest funkcja

Polecenie 2

Wyznacz dziedzine funkcji f oraz sprowadz jg do najprostszej postaci.

Polecenie 3

Sprawdz czy istnieje granica funkcji w punkcie g = —1. Jesli tak, oblicz ja.


https://zpe.gov.pl/a/DspYeBkFq

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dana funkcja f(x) = 4x — 1 oraz ciag jej argumentéw z, = 1 — % Wowczas lim f(zy)
n—oo

O 1
O 3

O 2

Cwiczenie 2 @)

. . 2 . . . o
Dana jest funkcja f(m) = x° — 3. Wskaz ciag z, dla ktérego n1—1>I—Poof(xn) = 1.

_ 3
O zn= )
O T, = 2nrj-3

1—
O zp= 5




Cwiczenie 3 >

Dany jest ciag x,, taki, ze lim =z, = —2. Wskaz funkcje, dla ktérych lim f(x,) = 4.
n—-+oo n—+00

) f(z) =22*+38
(] f(:v) = z?
) fl)=2-=

() f(z)=3z+10

Cwiczenie 4

Dana jest funkcja f(zc) — 42? — 1. Wskaz ciagi argumentéw tej funkcji, dla ktérych Erf
n o0

f(z,) =0.

. n
Lp = 4n-+2

O o O
%
3

Tp = T3

_ 2 1
) zn=5%—3

Cwiczenie 5

Dana jest funkcja f(a;) =2 — 3.
Przesun w puste pola odpowiednie wyrazenia.

e . _; i : !
Jesliz, = V2, to Jm z, = joraz nl_lﬂjof(x")

2] (3] (=] (1) =1 [2]




Cwiczenie 6

2c+1 dla <1

Dana jest funkcja f(z) = {3 dla z 1
—z dlaz

Uzupetnij ponizszy tekst przesuwajac w puste pola odpowiednie wyrazenia.

Funkcja f nie posiada granicy w punkciei poniewaz dla ciggéw z,, = 1 + % oraz
u, =1— % ktore sg zbiezne do Iiczbyi Eciagi wartosci im odpowiadajgce maja
granice: lim f(z,) | 7 im flu,) =

[zo=0][0][2][2][4][z0=1][3]

Cwiczenie 7

Dana jest funkcja f(x) = 2 — 3. Potacz w pary.

w":nil
7, = &1
T, =2+

o f () = 1

lim f(z,) =1

n—-+0o0o

lim f(z,) =—4

n——+00

lim f(z,) =5

n—-+oo



Cwiczenie 8 @

Dany jest ciag ¢, = v/ 3"+1. Przeciagnij do odpowiednich obszaréw funkcje, ktére spetniaja
przypisany do niego warunek.

A en) =1
f(a:) =z2-9
f(a:) = z? — 3z ’
f(z) = 2% -8

i f () =0 - ’
flz) =4—x
flx) =3z —7
f(x) =2z —6

lim f(z,) =2

n—-+oo




Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Co to jest granica funkcji

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1. oblicza granice funkcji (w tym jednostronne);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

Uczen:

» dowie si¢ co oznacza pojecie granicy funkciji;
» pozna przyktady granic niektorych funkcji elementarnych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e metaplan;
o dyskusja.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zajec¢: ,Co to jest granica funkcji” oraz wspolne z uczniami
ustalenie kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia nr
1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiajg rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie poréwnujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: ,,Co to jest granica funkciji” i inicjuje
krotka rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego sie uczniowie nauczyli? Na koniec
prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupetnia informacije.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,,Co to jest granica funkciji”).

Materialy pomocnicze



» Granice jednostronne
e Granice funkcji opisanych kilkoma wzorami w kilku réznych przedziatach
» Twierdzenie o dziataniach arytmetycznych na granicach funkciji

Wskazowki metodyczne:

e Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,Animacja” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg si¢ z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,,Co to jest granica
funkcji”.


https://epodreczniki.pl/b/granice-jednostronne/PTfG20MpQ
https://epodreczniki.pl/b/granice-funkcji-opisanych-kilkoma-wzorami-w-kilku-roznych-przedzialach/PiT4D2djt
https://epodreczniki.pl/b/twierdzenie-o-dzialaniach-arytmetycznych-na-granicach-funkcji/P3D114cQ4

