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Moment pedu punktu materialnego oraz moment pedu

bryty sztywnej

Czy to nie ciekawe?

Na rysunku ponizejwidoczna jest kula do wyburzen - jest to bardzo masywny kawat betonu,
ktory zwisa swobodnie na dtugim tancuchu. Operator dzwigu przesuwa dzwig w jedng
strong, po czym zawraca, wprowadzajac kule w ruch wahadtowy - a ta z impetem uderza

w Sciane burzonego budynku. Dlaczego wazne jest, aby kula byta masywna, a tancuch
dlugi? W zrozumieniu tego pomoze nam pojecie momentu pedu.



Rys. a. Kula do wyburzania. [Pixabay]
Twoje cele

W tym materiale:

» dowiesz sig¢, czym jest moment pedu,
» zdefiniujesz moment pedu punktu materialnego oraz bryly sztywnej,

 zastosujesz te pojecia do rozwigzywania zadan rachunkowych.



Przeczytaj

Warto przeczytac

Przypomnijmy na wstepie bardzo wazne w mechanice pojecie pedu. Ped nazywany jest
»iloscig ruchu”. Definiuje sie go jako iloczyn masy ciata m i predkosci, z jakg si¢ ono porusza
7, czyli ? = m 7. Jeéli dwa ciata poruszaja sie z tg sama predkoscig, wiekszy ped ma to,
ktore ma wigkszg mase. Jesli dwa ciala majg takg samg mase, wiekszy ped ma to, ktére
porusza si¢ szybciej. Im szybciej porusza si¢ ciato i im wiekszg ma mase, tym wiekszy ma
ped. Aby zmienic¢ ped ciala, nalezy przylozy¢ do niego site, co przestawia ponizsze
sformutowanie drugiej zasady dynamiki Newtona:
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gdzie F' - to sila wypadkowa przytozona do ciala, A? - zmiana pedu tego ciata w czasie
At.

Ped jest wielkoScig stosowang w opisie ruchu postepowego. W opisie ruchu obrotowego
stosujemy pojecie momentu pedu. Dla punktu materialnego moment pedu jest to iloczyn
wektorowy wektora odlegtosci punktu od osi obrotu i wektora pedu tego punktu:
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Jesli zatozymy dla uproszczenia, ze kgt a pomiedzy wektorami 7 oraz ? jest katem
prostym, to warto$¢ czynnika sin a wyniesie: sin 90° = 1. Wyrazenie uprosci sie¢ do L = rp
. Pamietajmy jednak, ze zgodnie z zasadami mnozenia wektorowego, kierunek wektora
momentu pedu jest prostopadly zar6wno do wektora 7 jak i wektora ? Znaczy to, ze jest
on prostopadly to plaszczyzny, na ktorejlezg te wektory, jak wida¢ na Rys. 1.:
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Rys. 1. Ped a moment pedu punktu materialnego.

Uklad widoczny na Rys. 1. moze wydawac si¢ abstrakcyjny - kulka o masie m, poruszajaca
sie z predkoscig liniowa ¥ po okregu o promieniu r. Jednakze pomysSlmy teraz, ze nasza
kulka to pitka tenisowa, przywigzana sznurkiem do wbitego w ziemie palika, mocno
uderzona rakietg - taki uklad jak najpardziej da si¢ tatwo zrealizowac. Pitka ma mase m,

%
a poprzez uderzenie (czyli przylozenie sity F' w krotkim czasie At) przekazano jej ped
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p = F At = m v . Poniewaz jednak pitka porusza sie po okregu, ma rowniez moment

%
pedu L = T X ? Zwro¢my tez uwage, ze uderzenie pitki w trakcie normalnej gry
oznacza przylozenie do niej sity, co powoduje zmiane jej pedu. W przypadku pitki na

— —
sznurku uderzenie jej powoduje powstanie momentu sity M = T x F, ktory powoduje
zmiane¢ momentu pedu.

A co, jesli nie bylaby to mata pitka - ktora mozemy potraktowac jako punkt materialny - ale
duzy obiekt, bryta sztywna, o momencie bezwladnosci I? Wtedy moment pedu takiej bryty
obliczymy, sumujac momenty pedow wszystkich jej elementoéw. Dzielimy bryte na mate
fragmenty, kazdy z nich ma ped p;, oraz wartos¢ momentu pedu 7;p; wzgledem osi obrotu
(kat miedzy promieniami i pedami jest prosty i sin 90° = 1). Przeprowadzmy sumowanie:
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Poniewaz wektor momentu pedu L ma ten sam kierunek i zwrot co wektor predkosci
katowej bryly w, ostatnie rbwnanie moze by¢ zapisane w postaci wektorowe;j:
%
L
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OtrzymaliSmy zatem zaleznos$¢ stwierdzajacg, ze moment pedu bryly sztywnejbedziemy
mogli obliczy¢ jako iloczyn jej momentu bezwtadnoSci oraz predkosci katowej, z jaka si¢ ta
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bryta obraca. Widzimy wiec nastepujaca analogie miedzy ruchem postepowym
i obrotowym:
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Przyjrzyjmy sie przyktadowi liczbowemu — masa typowej pitki tenisowej to okoto 60 g, a jej
Srednica to 6,5 cm. Przyjmijmy, ze sznurek, na ktoérym jest przywigzana ma 1 metr dlugosci.
Oznacza to, ze mozemy potraktowac jg jako punkt materialny, ignorujac jej rozmiar.
Przyjmijmy, ze pitka zostata uderzona z sitg, ktora nadata jej predkos¢ 72 km /h. Jaka jest
warto$¢ momentu pedu tej pitki wzgledem osi, do ktérej przymocowany jest sznurek (patrz:
Rys. 1.)?

L=rp=rmv=1m-0,06 kg-20 — =1,2
S S

Zwrocmy tu uwage, ze gdyby nadac te sama predkosc¢ pilce znajdujgcej sie w wiekszej
odlegtosci, np. 2 m, moment pedu zwiekszytby sie:

L:rp:rmv:2m-0,06kg-20E:2,4
S

Gdybys$my z kolei zmniejszyli o potowe dlugos¢ sznurka, ale uderzyli nadajgc dwa razy
wieksza predkosc¢ pilce niz w pierwszym z przyktadow, to

kg - m

L=rp=rmv=0,5m-0,06kg-40§:1,2 5

Wracajac do naszego przyktadu z poczatku materiatu - dlaczego dzwig stosowany do
wyburzania budynkéw ma zawieszong na fancuchu kule o tak duzej masie? Zwro6¢my
uwage, ze przesunie¢cie ramienia dzwigu sprawia, ze sita grawitacji i naprezenie fancucha
powoduja ruch kuli, jak w wahadle. Kula porusza si¢ ruchem obrotowym po wycinku kota
o promieniu o dlugosci tancucha, na ktorym jest zawieszona, zyskujgc moment pedu.

W momencie uderzenia kula przekazuje swoj moment pedu Scianie, burzac jg. Im wieksza
byla dtugosc¢ tancucha, tym wieksza predkos¢, a zatem tym wiekszy ped kuli w momencie
uderzenia.
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Stowniczek
Kula do wyburzen

(ang.: wrecking ball) - masywna kula zawieszona na tancuchu dzwigu, ktora uderzajac
w Sciany konstrukcji doprowadza do jej wyburzenia.
Moment bezwtadnosci

(ang.: moment of inertia) - miara bezwladnosci ciatla w ruchu obrotowym wzgledem
okreslonej, ustalonej osi obrotu.




Film samouczek

Moment pedu punktu materialnego oraz moment pedu bryty
sztywnej
Na filmie przypomnimy, czym jest iloczyn wektorowy dwoch wektoréw oraz jak

definiujemy moment pedu. Wykorzystamy do tego przyklad ciala poruszajacego sie po
okregu.

Polecenie 1
Zastanow sie, jak bedzie wyglada¢ moment pedu, gdy zmienimy kierunek obrotu ciata

na przeciwny.

Polecenie 2
Zastanow sie, jak zmieni sie warto$¢ momentu pedu, gdy predkos$é wzrosnie

dwukrotnie, a promien zmaleje dwukrotnie?




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Podaj definicje momentu pedu dla punktu materialnego.

BlERHEEE

Cwiczenie 2 ¢

Na rysunku ponizej wida¢ dwa ciata obracajgce sie dookota pewnej osi. Ciato drugie porusza
sie po okregu o dwa razy mniejszym promieniu, ale z dwa razy wieksza predkoscia. Ktore
z tych ciat ma wiekszy moment pedu?
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() Oba maja taki sam moment pedu.

() Ciato pierwsze ma wiekszy moment pedu.

() Ciato drugie ma wigkszy moment pedu.




Cwiczenie 3

Dane sg dwa walce o tej samej masie, ale réznych wymiarach. Pierwszy ma dwa razy wiekszy
promien i rozkrecono go do dwa razy mniejszej predkosci katowej niz drugi. Ktéry z nich ma
wiekszy moment pedu?

() Walec pierwszy ma wiekszy moment pedu

() Mamy za mato danych, aby odpowiedzie¢ na to pytanie
() Oba maja taki sam moment pedu

() Walec drugi ma wiekszy moment pedu

Cwiczenie 4

Jaki jest moment pedu Ziemi w ruchu dookota Stonca?

Do obliczen przyjmij, ze Ziemia jest punktem materialnym (mozesz samodzielnie wykona¢
obliczenia, ktére to uzasadnia), masa Ziemi My = 5974 - 1021 kg, $rednia odlegtoé¢ od Storca
to d = 149 597 887 km, dtugos¢ roku przyjmij jako 365,25 dni. Odpowiedz podaj

z doktadnoscig do dwdch miejsc znaczacych, stosujac notacje wyktadniczg z wyktadnikiem
wskazanym w polu odpowiedzi.

Odpowiedz: 1049 (kg:m 2)/s

Cwiczenie 5

W wiertarce zamontowano wiertto o Srednicy d = 3,5 mm. Masa tego wiertta to m = 200 g.
Po wtaczeniu wiertarki, wiertto obraca sie, wykonujgc 2500 obrotéw na minute. Jaki jest
moment pedu tego wiertta? Odpowiedz podaj z doktadnoscia do jednej cyfry znaczacej,
stosujac notacje wyktadnicza z wyktadnikiem wskazanym w polu odpowiedzi.

Odpowiedz: -107 (kg - m2)/s




Cwiczenie 6 @

Na rysunku ponizej znajduja sie dwa wektory, Ai B skierowane wzdtuz osi uktadu
odniesienia.
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Ktory z ponizszych rysunkéw poprawnie wskazuje wektor C', bedacy iloczynem wektorowym
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C = A x B?
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Cwiczenie 7 @

Podaj definicje momentu pedu dla bryty sztywnej.

F 7 mOE) ) mE

Cwiczenie 8 @

Dany jest walec i kula, oba o masie m i promieniu R. Bryty te obracaja sie z tg sama
predkoscia katowa w wokét osi przechodzacych przez ich srodek masy. Ktére z tych ciat ma
wiekszy moment pedu?

O To zalezy réwniez od innych parametréw, nie mozna wywnioskowac odpowiedzi
z tresci zadania

O Skoro maja taka sama mase i predkos$c katowa, to znaczy, ze majg ten sam moment
pedu

O Poniewaz walec ma wiekszy moment bezwtadnosci niz kula, to przy tej samej
predkosci katowej walec ma wiekszy moment pedu

O Poniewaz walec ma wiekszy moment bezwtadnosci niz kula, to przy tej samej
predkosci katowej walec ma mniejszy moment pedu



Dla nauczyciela

Konspekt (scenariusz) lekcji

Imie¢ i nazwisko
autora:

Przedmiot:
Temat zajec:

Grupa docelowa:

Podstawa
programowa:

Ksztaltowane
kompetencje
kluczowe:

Dariusz Aksamit

Fizyka

Moment pedu punktu materialnego oraz moment pedu
bryly sztywnej

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogélne

II. Rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem praw
i zaleznosci fizycznych.

Zakres rozszerzony
TreS$ci nauczania - wymagania szczegolowe

I. Wymagania przekrojowe.

Uczen:

4) przeprowadza obliczenia liczbowe postugujac sie
kalkulatorem:;

7) wyodrebnia z tekstow, tabel, diagramow lub wykresow,
rysunkow schematycznych lub blokowych informacje
kluczowe dla opisywanego zjawiska badz problemu;
przedstawia te informacje w roznych postaciach.

IIl. Mechaniki bryty sztywnej. Uczen:

6) postuguje si¢ pojeciem momentu pedu punktu materialnego
i bryly; stosuje do obliczen zwigzek miedzy momentem pedu

i predkoscig katowq.

Zalecenia Parlamentu Europejskiego i Rady UE z 2018 r.:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia
informacii,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie
nauk przyrodniczych, technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie
umiejetnosci uczenia sie.



Uczen:

1. dostrzega analogi¢ miedzy pojeciem pedu i momentu

Cele operacyjne: pedu,
2. definiuje moment pedu punktu materialnego oraz bryty
sztywnej,
3. stosuje te pojecia do rozwigzywania zadan rachunkowych.
Strategie i metody

. strategia eksperymentalno-obserwacyjna
nauczania: g perym V)

Formy zaje¢: - praca indywidualna,

- pokaz.

3 komputer z dostepem do Internetu, projektor multimedialny,

Srodki dydaktyczne: P . (?p PTo) %
sznur z obcigzeniem

Materiat

,y brak

pomocnicze:

PRZEBIEG LEKCJI

Faza wprowadzajaca:

Nauczyciel prezentuje prosty przyktad ruchu postepowego - przedmiot zsuwajacy sie
po rowni pochytej (jesli zaplecze na to pozwala - pojazd poruszajacy sie po torze
powietrznym) lub jadacy po popchnieciu samochodzik, przypominajac, ze ciato o masie
m poruszajgce sie z predko$cig ¥ ma ped p = m. Nauczyciel rysuje te sytuacje na
tablicy podkreslajgc, Zze w kazdym momencie ruchu opis ten jest prawidlowy, tzn
kierunki i warto$ci wektora pedu si¢ nie zmieniaja. Nastepnie nauczyciel bierze
ciezarek na sznurku i zaczyna nim jednostajnie obracac. Po skonczonej prezentaciji
nauczyciel rysuje te sytuacje na tablicy, zwracajac uwage, ze tym razem wektor
predkosci, a zatem rowniez wektor pedu, nieustannie zmienia swoj kierunek, nie
zmieniajgc swojej wartosci. Nauczyciel informuje, ze do opisu uktadow bedacych

w ruchu obrotowym nalez stosowac inne pojecia niz do obiektow poruszajacych sie
ruchem postepowym - w tym wypadku zamiast pojeciem pedu bedziemy sie
postugiwac pojeciem momentu pedu.

Faza realizacyjna:



Nauczyciel wigcza na projektorze film samouczek z niniejszego e-materiatu, aby
zaznajomic¢ uczniow z pojeciem momentu pedu i przypomniec¢ pojecie iloczynu
wektorowego. Nastepnie nauczyciel rysuje na tablicy kilka przyktadowych par
wektorow skierowanych pod réznymi katami wzgledem siebie i o roznych diugosciach,
a nastepnie prosi ochotnikow o narysowanie wektora bedacego iloczynem wektorowym
tych par wektorow. Po upewnieniu si¢, ze wszyscy uczniowie rozumieja, ze nowy
wektor jest prostopadly do ptaszczyzny wektorow bedgcych czynnikami iloczynu
wektorowego, nauczyciel przechodzi do zadan zwigzanych z momentem pedu: kolejni
ochotnicy rozwigzujg na tablicy zadanie 3, 4 i 5. Nauczyciel pomaga wyjasnic
ewentualne niejasnosci.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel zwraca uwage, ze tak, jak istotng role peinit w mechanice ruchu
postepowego ped, tak samo dla opisu ruchu obrotowego istotny bedzie moment pedu.
Jako zapowiedZ powrotu do tematu zachowania momentu pedu nauczyciel prosi
uczniow o przypomnienie sobie w domu zasady zachowania pedu.

Praca domowa:

Rozwigzanie zadan z zestawu ¢wiczen, ktorych nie rozwigzano w trakcie lekcji, czyli 1,
2, 6,7 8w celu powtdrzenia i utrwalenia wiadomosci o momencie pedu.

Wskazowki

metodyczne . R s
.. , . Samouczek moze by¢ rowniez wykorzystany przez uczniow po
opisujace rézne . : .
pistj3 . lekcji w celu utrwalenia materiatu.
zastosowania danego

multimedium:



