Usuwanie niewymiernosci z mianownika utamka
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Wtoski matematyk, Girolamo Cardano, w 1545 roku w swoim dziele Ars Magna (Wielka
Sztuka) rozwaza taki oto problem:

»,Gdyby ktos kazal tobie wzigc liczbe 10 i podzieli¢ jg na dwie czesci, tak by pomnozone
jedna z drugg daty 40 - odpowiesz niemozliwe. Jednak rozwigzemy zagadke dla ciebie

Rozwigzemy ten problem wedlug pomystu Cardano. Zapisujemy odpowiedni uktad rownan:
a+b=10ia-b=40.

Stad otrzymujemy réwnanie kwadratowe a? — 10a + 40 = 0, dla ktérego A = —60.

Wydaje si¢, ze rownanie nie ma rozwigzania, ale nie przejmujac si¢ ujemnym wyrédznikiem,
wyznaczymy pierwiastki rownania: 5 — v/ —151i 5 + 4/—15.

Sprawdzamy, korzystajac ze wzoru
skroconego mnozenia, ze iloczyn uzyskanych
liczb to 40, aich suma to 10. Okazato si¢
wiec, ze niemozliwe jest mozliwe!

Pomyst Cardano doprowadzit do
wynalezienia liczb zespolonych, a zarazem



istnienia pierwiastkow kwadratowych z liczb
ujemnych. Liczby zespolone wykorzystuje sie
wspotczes$nie miedzy innymi do tworzenia
fraktali.

My jednak, w tym materiale bedziemy
rozwazac tylko liczby rzeczywiste, a wigc
takie, w ktorych zabrania si¢ wyznaczania
pierwiastkow stopnia parzystego z liczb
ujemnych. Pamietaj o tym!

Zrodto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
domena publiczna.

Twoje cele

o Wykorzystasz pozyskane wcze$niej umiejetnosci do usuwania niewymiernosci
z mianownika utamka.

» Dokonasz wyboru najefektywniejszej strategii prowadzacej do rozwigzania problemu
zwiazanego z przeksztalcaniem wyrazen algebraicznych oraz arytmetycznych.




Przeczytaj

W tym materiale usystematyzujemy wiadomosci na temat sposobow usuwania
niewymiernosci z mianownika utamka.

Jesli w mianowniku utamka znajduje si¢ liczba niewymierna, staramy si¢ tak przeksztatcic
ulamek, aby w mianowniku znalazta si¢ liczba wymierna, w miare mozliwosci catkowita.
Takie przeksztalcenie nazywamy usuwaniem niewymiernosci z mianownika ulamka.

Nalezy przy tym pamietac, ze w wyniku przeksztalcenia musimy otrzymac utamek réwny
danemu.

Usuwanie liczby niewymiernej z mianownika utamka
Przyktad 1

1-/6
N

Usuniemy niewymierno$¢ z mianownika utamka

W mianowniku utamka znajduje si¢ liczba niewymierna /6. Zatem, aby pozbyc sie
niewymiernosci z mianownika, mnozymy licznik i mianownik przez t¢ witasnie liczbe,

czyli /6.

1-v6 _ 1-v6 6 _ v6-36 _ 6-6
Ve V6 V6 V36 6

Przyktad 2

Usuniemy niewymierno$c¢ z mianownika utamka %

W mianownika utamka znajduje si¢ iloczyn 2 - V5. Tylko liczba V5 jest niewymierna.
Zatem, chcac si¢ pozby¢ niewymiernosci z mianownika, mnozymy licznik i mianownik
utamka przez v/ 25.

3 _ _3V25 _ 3% _ 3Y25
2¢/5 2¢/5-9/25 2¢/125 10

Usuwanie niewymiernosci stopnia drugiego z mianownika
utamka

Bedziemy teraz rozwazac sytuacje, w ktorych w mianowniku utamka znajduje si¢ suma badz
roznica dwoch wyrazen.

Skorzystamy przy tym ze wzoru skroconego mnozenia na roznice kwadratow:



(@ —b)(a+b) = a® — b?

Przyktad 3

Usuniemy niewymierno$¢ z mianownika kazdego z utamkow.

B Via 4(\/5—2) B 4(\/5—2) B _
x/§4+2 - x/§4+2 ’ \/;—g T Via <~ 24 =4-2v2

va | (VB (vBva)  (vBva)

Vi-vz o (V3-v2) (V3v2) 3-2 T

=3+2V6+2=5+2V6

Jesli w mianowniku utamka znajduje si¢ suma wiecejniz dwoch liczb niewymiernych,

nalezy odpowiednio pogrupowac wyrazy i ze wzoru skroconego mnozenia w niektorych
przypadkach nalezy skorzysta¢ dwa lub wiecejrazy.

Przyktad 4

, . . , o, . . 1 . .
Chcemy usunac¢ niewymiernos$¢ z mianownika utamka U = ———=—~=, w pierwsze
Y 4 ym VB5+v/3-v2 p ]

kolejnosci grupujemy wyrazy w mianowniku.

U= 1 — 1
VEVEVE  (V5E) V3

Mnozymy licznik i mianownik utamka przez ,sprzezenie” mianownika czyli

(\/3 + \/§) +/2i korzystamy ze wzoru na roznice kwadratow.

1 <\/3+\/§)+\/§
(v5+v3) vz (V5+v3)+v2

_ o VB5VBiV2 . BiVEi3
(\/g+\/§>2_(\/§)2 5+2v15+3-2

U — V5+v/3+v2
2v/15+6

Mnozymy ponownie licznik i mianownik przez ,sprzezenie” - tym razem przez

2v/15 — 6.

 (VB+vE+v2) (2vT5-6)

_ 2v/75—61/54+2v45—61/3+21/30—6/2

(2\/1_5+6> <2\/ﬁ76> 60—36

U— 4v/342v30-6v2 _ 2v/3++/30-3v2
= 24 = 12
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Usuwanie niewymiernosci stopnia trzeciego z mianownika
utamka

W sytuacji, gdy w mianowniku utamka wystepuje suma zawierajaca pierwiastek stopnia
trzeciego, sytuacja nieco si¢ komplikuje. Gdyz wyrazenie, przez ktore mnozymy licznik

i mianownik, jest juz na ogot kikudzialaniowe. Dgzymy bowiem do tego, aby skorzystac ze
wzoru (a + b) (a® — ab + b®) = a® + b* lub ze wzoru (a — b) (a® + ab+ b*) = a® — b°.

Przyktad 5

Liczbe m zapiszemy w postaci utamka o mianowniku wymiernym. Rozszerzymy tak

utamek, aby wykorzysta¢ wzor na roznice szescianow.

1 _ 1 X1e4daer¥a _ 24282484 3/ 3
ViVE = Vi¥s Vievasii = a2 = 1T V2+0,5V4

Przyktad 6
Utamek ﬁ sprowadzimy do mianownika, w ktorym wystepuja tylko liczby
wymierne.
Zauwazmy najpierw, ze 1 — V3 + V9 to niepeilny kwadrat wyrazenia 1 — V/3. Zatem, aby
skorzysta¢ ze wzoru skroconego mnozenia na sume szescianow, nalezy pomnozy¢ licznik
i mianownik rozwazanego utamka przez 1 + /3.

4(1+¥3) 4(1+¥3)

4 _ _ 3
1-V3+39 (1—§/§+\3/§) (1+%/§) N 1+(%)3 =1+ V3

Stownik
usuna¢ niewymiernos¢ z mianownika utamka

pomnozy¢ licznik i mianownik utamka przez taki czynnik, aby w mianowniku otrzymac
liczbe wymierng (r6zng od zera)



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych. Sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzywac

zamieszczone tam zadania, a nastepnie pordwnaj rozwigzania.

Polecenie 2

VIV
NEENG

Oblicz wartos¢ liczbowa utamka , jesli liczby x i y sa dodatnie oraz takie, ze x # y i

r+y=5x-y=4.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Utamek % jest réwny

O 1-0,2v5
O 1-+5
O 140,25

O 1+45

Cwiczenie 2 @)

Zaznacz kazde zdanie prawdziwe.

iczba Y2 tast réwna -
() Liczba ~5~ jest réwna v

. . . 20 3
() Liczba o potowe mniejsza od =5 to v/4.

Liczba, przez ktéra mozna pomnozyc¢ 33—\1@, aby usung¢ niewymiernosé¢ z mianownika

to \3/5

() Liczba {,,/52_5 — /5 jest ujemna.




Cwiczenie 3

Dopasuj do liczb ich przyblizenia dziesietne.

V3+v2
et —2v6 1,5
1
21 2,41
3
3—V3 5
M 2.37
V24 !

Cwiczenie 4

Uzupetnij zdania, przeciggajac odpowiednie wyrazenia.

L. . Lz . . 1 . T .
Aby usunac¢ niewymiernosc z mlanownlka utamka T mozna pomnozy¢ licznik
i mianownik tego utamka przezi
Liczba ;jest rozwigzaniem réwnania (\3/ 49 + v/21 + \3/5)33 — 4.

. 10 e e . . i _____________ 3
Liczba Vo ViU rézni sie od Ilczbyt 7777777777777 oVv3

VT- 3

V49 + /9 + V21 ’

{”/4_9+{”/§—€’/ﬁ’

VI + 0

7|




Cwiczenie 5

Jedlia=2-4"

%ib:3-(\3/1—1>1t0

O a=b-1
O a<b
O a-b=+v4
O a>b

Cwiczenie 6

. V524
Liczba N

§|

o O O O

jest liczba

niewymierng ujemna

naturalng

catkowitg ujemna

niewymierng dodatnia



Cwiczenie 7
N1
Liczba (\3/5 V242 V/3+3- \3/3) jest réwna

O V9

O V3-72
O V4-3
O V6+9

O V6

Cwiczenie 8

-2
Rozwigzaniem réwnania (\/2 — V3 - \/2 + \/5) — x = 0 jest liczba

O 0



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Usuwanie niewymiernoSci z mianownika ulamka

Grupa docelowa:

II etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony, klasa I lub II
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych.

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.
Uczen:
1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)*, (a — b)*, a> — b2, (a + b)°, (a — b)*,

a® — b3, a" — b".

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji
kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje pozyskane wczesniej umiejetnosci do usuwania niewymiernosci
z mianownika ulamka

 analizuje problem zwigzany z usuwaniem niewymiernosci z mianownika utamka
i dokonuje wyboru najefektywniejszej strategii prowadzacej do jego rozwigzania



» planuje swoje dalsze dzialania, majace doprowadzi¢ do poglebienia problemow
rozwazanych w czasie zajec

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
e konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e analiza przypadku
» okienko informacyjne

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
o praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby w pierwszej czesci lekcii
kazda grupa uczniéw miata do dyspozycji komputer

» komputery z dostepem do Internetu, aby uczniowie mieli okazje samodzielnie
pracowac

 kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie sobie w domu sposobu wykonywania
dziatan na utamkach.

Faza wstepna:

Uczniowie w grupach, metodg okienek informacyjnych, przypominajg wiadomosci
zwigzane ze wzorami skroconego mnozenia - w kazdym okienku powinna znaleZ¢ si¢ jedna
informacja.

Grupy krotko prezentuja swoje pomysty - wykonane plakaty umieszczajg na Scianach klasy
tak, aby mozna bylo je wielokrotnie wykorzystac.

Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ i wspodlnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:



1. Uczniowie pracujg w grupach. Metoda analizy przypadku zapoznajg si¢ materiatami
zamieszczonymi w sekcji Przeczytaj, oraz ogladaja galerie zdje¢ interaktywnych.

2. Grupy uktadajg wzajemnie dla siebie zadania podobnego typu. Nauczyciel kontroluje
poprawno$¢ ich rozwigzania.

3. Uczniowie wspolnie tworzg algorytmy usuwania niewymiernosci z mianownika ulamka
(w przypadku, gdy w mianowniku jest iloczyn lub poszczegolna liczba niewymierna,
gdy w mianowniku utamka znajduje si¢ suma/réznica z pierwiastkiem stopnia 2
i wreszcie, gdy w mianowniku znajduje si¢ suma/roznica zawierajaca pierwiastek
stopnia 3).

Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia interaktywne zawarte w sekcji
»Przeczytaj’ - w ramach krotkiego sprawdzianu.

2. Nauczyciel prosi wybranych ucznidéw o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji. Uczniowie ci rowniez dokonujg oceny
kolezenskiej prac grup i samooceny.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informaciji zwrotne;j.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest ulozenie wyrazenia co najmniej 3 dzialaniowego, zawierajgcego
ulamki, w mianownikach ktorych stoi liczba niewymierna. A nastepnie usuniecie
niewymiernosci z mianownikow utamkoéw i wykonanie wskazanych dziatan.

Materialy pomocnicze:
Dzialania na pierwiastkach
Wskazowki metodyczne:

Z prezentacja interaktywng i materiatami z sekcji ,Przeczytaj’, wybrani uczniowie mogg
zapoznac si¢ w domu i w czasie zaje¢ wystepowac w charakterze ekspertow.


https://epodreczniki.pl/a/dzialania-na-pierwiastkach/D10PAggdt

