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Réwnania rownowazne

Wiesz juz, ze rbwnania mozna zilustrowac za pomoca wagi, a takze, ze rozwigzania mozesz
szuka¢ przez podstawianie kolejnych liczb. Kiedy masz do dyspozycji wiecejniz jedng wage,
mozesz uktada¢ dostepne przedmioty w dowolnej konfiguracji i sprawdzac, kiedy szalki
wagi beda w rownowadze. Czy utatwi Ci to znalezienie rozwigzania?

Twoje cele

Sformutujesz definicje rownan rownowaznych.

Rozpoznasz rownania rOownowazne.

Dopiszesz rownania rownowazne do danych rownan.

Sformutujesz twierdzenia o rownaniach rownowaznych.

Wykorzystasz twierdzenia o rownaniach rownowaznych do rozwigzywania rownan.



Przeczytaj

Sprawdzimy, ktore rOwnanie z wystepujacych w ponizszych przyktadach spetnia liczba 2.
Przyktad 1
dr—1=z+3

Do leweji prawej strony rownania podstawimy w miejsce niewiadomej x liczbe 2
i obliczamy warto$¢ otrzymanego wyrazenia.

L=3.2-1=6-1=5
P=2+3=5

Okazalo sig, ze dla z = 2 lewa i prawa strona réwnania przyjmuje te sama wartosc.
Oznacza to, ze liczba 2 jest rozwigzaniem tego réwnania.

L=P
Przyktad 2
—2-(x—2)=-2z+ (1 —2x)

Do leweji prawej strony rownania podstawimy w miejsce niewiadomej z liczbe 2
i obliczymy wartoS$¢ wyrazenia arytmetycznego.

L=-2-(2-2)=-2-0=0
P=-2.2+(1-2-2)=-4+(1-4)=-4-3=-7

Okazalo sig, ze dla z = 2 lewa i prawa strona rOwnania przyjmuja rozne wartosci.
Oznacza to, ze liczba 2 nie jest rozwigzaniem tego rOwnania.

L+#P
Przyktad 3
3—2r=5—2

Podobnie jak w poprzednich przyktadach do leweji prawej strony rownania podstawimy
w miejsce niewiadomej x liczbe 2 i obliczamy warto$¢ otrzymanego wyrazenia.

L=3-2-2=3-4=-1




Okazalo sig, ze dla z = 2 lewa i prawa strona réwnania przyjmuje te sama wartosc.
Oznacza to, ze liczba 2 jest rozwigzaniem tego rownania.

L=P
Réwnania;

3z —1==x+3 i3 — 2z = 5 — 2 spelnialiczba 2. Rownania te majg taki sam zbior
rozwiazan.

Definicja: Rbwnania rownowazne

Mowimy, ze roOwnania z tymi samymi niewiadomymi, ktore posiadajg takg samg dziedzine
sg rownowazne wtedy, gdy posiadaja taki sam zbior rozwigzan.

Rozwigzac rownanie oznacza znalez¢ wszystkie liczby, ktore je spetniaja lub wykazac, ze
rownanie to nie ma rozwigzania. W tym celu zapisujemy rownania rownowazne danemu,
pamietajac o tym, ze:

e do obu stron rownania mozemy dodac¢ lub od obu stron réwnania odja¢ t¢ sama liczbe
lub wyrazenie algebraiczne,

 obie strony rownania mozemy pomnozyc¢ lub podzieli¢ przez te samg liczbe r6zng od
zera.

Przyktad 4
Rozwigzemy réwnanie 7z — 3 = 2 - (z + 1) metoda réwnan réwnowaznych.
%x—3:2-(m+1)

Najpierw pozbedziemy si¢ nawiasu.

%:c —3=2z+2
Od obu stron rownania odejmiemy jednomian 2z.

%m -2z —-3=2
Redukujemy wyrazy podobne.

~1iz-3=2
Do obu stron réwnania dodamy liczbe 3.
—13i2z-3+3=2+3

Redukujemy wyrazy podobne.




—1%3} =5

Podzielimy obie strony rownania przez liczbe —1 %

—lgz=5]:(-13)

v=5:(-1)

e=5(-3)
o= -4
:13:—3%

Rozwigzaniem réwnania jest liczba (—3%).

Przyktad 5

Sprawdzimy, czy rownania 2z — 3 - (1 — z) = 4idx — 2 = 5 — x s3 rownowazne.
Aby rownania byly rownowazne musza mie¢ ten sam zbior rozwigzan.

Zajmiemy sie najpierw rozwigzaniem pierwszego rownania metodg rownan
rownowaznych.

2% —3-(1—xz)=4

20 —3+3x =14

or —3 =4
or =443

be="T]:5
=1
le%

Teraz rozwigzemy drugie rownanie metoda rownan rownowaznych.

4r —2 =5 —«x
4 +x —2 =5
S5r —2=25

5T =5+ 2


javascript:void(0);
javascript:void(0);

Liczba 1% jest rozwigzaniem obu rownan liniowych. Rébwnania te nie posiadajg innych

rozwigzan, poza liczbg 1 % Zatem rownania te posiadajg ten sam zbior rozwigzan, czyli sg
rownowazne.

Stownik
rownania rownowazne

rownania z tymi samymi niewiadomym, ktore posiadaja taki sam zbior rozwigzan



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadem pokazujagcym metode rozwigzywania rownan za pomoca rownan
rownowaznych.

Polecenie 2

Rozwiagz réwnanie metoda rownan réwnowaznych

3-(%x—2)—2m:i-(2x—8)

>



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Potacz w pary rownania rownowazne.

—2r = —6
3z +2=28
%:c:2
1+z=0

Cwiczenie 2

—2z = —4

r+1=2x—1

—zrz+1=-1
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Sposrdd ponizszych rownan wybierz rdwnania rownowazne.

20 = —2
2 —"12

=2
—4x = —12



Cwiczenie 3

Potacz w pary rownania rownowazne.

x+%:—% —3z =
3—z=2z iy — L= —7
T+ 7 =2z 4 =4
%:c:4 z+1=28

3r—3=z—-3 r=28
2r —4=26 T=95

Cwiczenie 4

Wskaz réwnanie, ktére nie jest rownowazne pozostatym réwnaniom.

() 3xz=15

(O 2z—4=z+2

O 2(zx—-1)=8

O 3z—-1=2(zx+2)

Cwiczenie 5

Uzupetnij wpisujac w szare miejsca takg liczbe, aby rownania byty rownowazne.

23z —1=2i2 = |
b)2—w:1—2xix:2x+‘ ’
4z —1=2(z—2)i| = —6
d2-2—1)=z+2(z+1)i -5z =




Cwiczenie 6

Wstaw w wykropkowane miejsce taka liczbe, aby réwnania byty rownowazne.

2)2z =8| ‘=16

b — 3 = 41| ‘z—6=38

03z +1=2i e+l =—z+2
d)—4z—2=2z+2iz+1=| z+5

Cwiczenie 7

Cwiczenie 8

Rozwigz réwnania metoda réwnan rownowaznych. Przeciggnij w odpowiednie miejsce liczbe
bedaca rozwigzaniem réwnania.

S
N
|
N
I
w|eo
=
o
N
2,
Q
N
Q
3,
1)
3
=
O~
2
-}
Q
-}
Q
\5-
[72]
—+
=
N
(on
QD

—% + %a = 2a — %, rozwigzaniem rownana jest liczba :
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Cwiczenie 9 @
Zaznacz poprawng odpowiedz. Réwnanie (4 — a:)2 =z —4:

() ma dwa rozwigzania dodatnie
() nie ma rozwiazania
() ma dwa rozwiazania réznych znakéw

() ma jedno rozwiazanie

Cwiczenie 10 @
Zaznacz liczbe, ktora jest rozwiazaniem réwnania (z — 1) (a:2 +x + 1) —x3 4+ 5 =22
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Dla nauczyciela

Autor: Jolanta Schilling

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownania rownowazne

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) przeksztalca rownania i nierownosci w sposob rownowazny.

Kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji
kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 formutuje definicje rownan rownowaznych,

e rozpoznaje rownania rownowazne,

 dopisuje rownania rownowazne do danych réwnan,

» formutuje twierdzenia o rownaniach rownowaznych,

» wykorzystuje twierdzenia o rownaniach rownowaznych do rozwigzywania rownan.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o wedrujace plakaty
o dyskusja



e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych i infografiki

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

2. Uczniowie w parach przypominaja sposoby wykonywania dziatan na wyrazeniach
algebraicznych, ze szczego6lnym uwzglednieniem mnozenia sumy algebraicznej przez
liczbe oraz wykonywaniem redukcji wyrazen podobnych.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach 5 osobowych wykorzystujg metode wedrujgcych plakatow.
Pierwsza osoba zapisuje na kartonie proste rownanie liniowe, ktérego rozwigzaniem
jest wskazana przez nauczyciela liczba. Kolejna osoba z grupy dopisuje inne rownanie
rownowazne itd. Uczniowie wraz z nauczycielem omawiaja prace w grupach i dzielg
sie z innymi grupami swoimi przyktadami rownan rownowaznych.

2. Uczniowie wspoalnie z nauczycielem omawiajg infografike i konsultuja wykonania
polecen umieszczonych pod infografika.

3. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne 1 - 6 oraz 9 - 10.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ¢wiczen.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:
Uczniowie wykonujg ¢wiczenia 7, 8 z sekcji ,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

Rozwigzanie rOwnania


file:///a/DG3FMpVz8

Wskazowki metodyczne:

Infografika moze by¢ wykorzystana przez chetnych uczniéow do samodzielnego
przygotowania mapy mysli dotyczacej wyznaczania zbioru rozwigzan nierownosci.



