Cigg arytmetyczny

Definicja ciggu arytmetycznego. Animacje: cigg arytmetyczny. llustracja interaktywna; cigg
arytmetyczny. Wzor na wyraz ciggu arytmetycznego. llustracje interaktywne: wyrazy ciggu
arytmetycznego. Wzor ogolny ciggu arytmetycznego. Przyktady obliczania wyrazow ciggu.

Monotoniczno$¢ ciggu arytmetycznego . Przyklady ciggéw o okreslonej monotonicznosci.
Obliczanie wskazanego wyrazu ciggu oraz roznicy ciggu. llustracja interaktywna: wzor
ogolny. Animacja: cigg arytmetyczny, staly, rosnacy, malejacy.

Wskazywanie roznicy ciggu dla danego wzoru ogoélnego ciggu. Porzadkowanie wyrazow
ciggu. Wskazywanie wykresow ciggu arytmetycznego. Obliczanie pierwszego wyrazu ciaggu
arytmetycznego. Zasob zawiera zadania, w tym cze$¢ zadan jest interaktywna.

Sprawdzanie, czy ciag jest arytmetyczny. Obliczanie pierwszego wyrazu ciagu, liczby
wyrazow ciggu spelniajgcych podany warunek. Obliczanie wzoru ogolnego ciggu. Zasob
zawiera zadania, w tym cze$¢ zadan jest interaktywna.

Zapisywanie rozwigzania zadania tekstowego w postaci ciggu arytmetycznego. Obliczanie
wyrazow ciagu, liczby wyrazow ciagu, miar katow wielokata. Zadanie na dowodzenie. Zasob
zawiera zadania otwarte z wyjasnieniami i rozwigzaniami oraz ilustracje interaktywng: wzor
ogo6lny ciagu arytmetycznego.



Ciag arytmetyczny

W tym materiale zawarte s3 wiadomosci na temat ciggoéw arytmetycznych. Poznasz
podstawowe definicje, twierdzenia oraz przyktadowe rozwigzania typowych zadan
zwigzanych z tym tematem. Swoja wiedze bedziesz mogl sprawdzi¢ rozwigzujac
zamieszczone tu ¢wiczenia.

Przyktad 1

?“/) Otrzymalismy ciag, w ktorym pierwszy wyraz jest rowny 370, a kazdy
nastepny wyraz jest wiekszy od poprzedniego o0 12.
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/RIT3KKkhLFANTo

atrapa:opis animacji
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia przykladowe rozwigzanie zadania tekstowego przy pomocy ciagu
arytmetycznego.

Definicja: Ciag arytmetyczny

Ciagg (a,) nazywamy arytmetycznym, jezeli ma co najmniej 3 wyrazy i kazdy jego wyraz,
poczawszy od drugiego, jest sumg wyrazu poprzedniego i pewnej ustalonejliczby. Liczbe
te nazywamy roznicg ciggu i oznaczamy jg r.

Jesli wiec ciag jest skonczonyimak > 3 wyrazéw, to a,, 1 = a, + r dla dowolnejliczby
catkowitej1 < n < k — 1. Jesli natomiast cigg jest nieskonczony, to a,,.1 = a,, + r dla

dowolnejliczby catkowitejn > 1.


file:///preview/resource/R1T3KkhLFANTo

Ciagg arytmetyczny
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/RQvAfaAV9pii9

atrapa:opis animacji
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia rozne rodzaje ciggow arytmetycznych.

Zauwazmy, ze jezeli znamy a, czyli pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego, oraz roznice r
tego ciggu, to mozemy wyznaczy¢ dowolny wyraz tego ciggu.

a, =aj +r,

as = as +r = a; + 2r,

ay = az +r =aq + 3r,

as =a4+1r=ay+4r...

Wystarczy zatem do pierwszego wyrazu doda¢ (n — 1) razy roznice r tego ciagu.
OtrzymaliSmy w ten sposob wzor na n—ty wyraz ciggu arytmetycznego.


file:///preview/resource/RQvAfaAV9pii9

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/b/PtdYnKhgi
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie: Wzér ogdlny ciggu arytmetycznego
Kazdy wyraz ciggu arytmetycznego (a,,) o roznicy r jest rowny a,, = a; + (n — 1)r.

Zalezno$¢ miedzy dwoma kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego, a wiec rownosc

a,11 = a, + r mozemy tez zapisa¢ w postaci rownowazneja,.1 — a, = 7.


https://zpe.gov.pl/b/PtdYnKhgi

Polecenie 1

Zasoéb interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/PtdYnKhgi

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Polecenie 2

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/PtdYnKhgi

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/b/PtdYnKhgi
https://zpe.gov.pl/b/PtdYnKhgi

Przyktad 2

Sprawdz, czy nieskonczony ciagg okreslony wzorem ogoélnym a,, = 2 — 3n jest ciggiem
arytmetycznym. Jezeli tak, to oblicz jego roznice.

Zbadamy réznice a, 1 — a, dwoch kolejnych wyrazow ciggu (a, ). Wyznaczmy najpierw
ant1=2-3(n+1)=2-3n—-3=-3n—1.
Wtedy
ani1—ap=-3n—-1—-(2—-3n)=-3n—1—-2+3n=-3.
Otrzymana roznica jest stata (nie zalezy od n), co oznacza, ze rozwazany cigg jest

arytmetyczny, a otrzymana liczba (—3) to wlasnie roéznica tego ciagu.

Zauwazmy, ze

a1 =2-3-1=—1.
Wzor na n-ty wyraz to a, = —1 4 (n — 1)(—3), co jest zgodne z tym, ze a, = 2 — 3n.
Przyktad 3

Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego (ay) jest rowny 7, a réznica tego ciggu jest rowna
(—2). Oblicz dziesigty oraz trzydziesty drugi wyraz tego ciagu.

Korzystajac ze wzoru na n—ty wyraz ciggu arytmetycznego, mamy

alo =T+ (10 —1)(=2) =7 — 18 = —11,

ass =7+ (32—-1)(—2) =7 — 62 = —55.
Przyktad 4

Piaty wyraz pewnego ciggu arytmetycznego jest rowny 5%, a siodmy wyraz tego ciagu
jest rowny 7. Podaj wyraz jedenasty tego ciggu.

Obliczymy jedenasty wyraz ciggu dwoma sposobami.
e Sposob I:

Zapiszemy, korzystajgc ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego, wyrazy as i ar:



as = ap + 4r

oraz

a; = a1 + 67.

Otrzymujemy uktad rownan z dwiema niewiadomymi a; i r:

{a1 +4r =52
a1+6r="1"
Rozwigzmy ten uktad:
{a1 + 4r = 5%
al] = 7 — 6r ,

’

{7—61“—1—47':5%
a1 =17—6r

’

{—2r:—7+5%
a1 =7 —6r

r=2
a1=7-6-2=3

Mozemy teraz, ponownie stosujac wzor na n—ty wyraz ciggu arytmetycznego, obliczy¢

wyraz jedenasty:

2 2
a11:a1+10r:3+10-§:9§.




e sposob II:

Zauwazmy, ze wyraz siodmy rozni sie od pigtego wyrazu o 27, gdyz a; — ag = r oraz
ag — Qg = T.

Zatem 2r =7 — 5% = %. Szukany wyraz jedenasty rozni sie¢ od wyrazu siodmego o 4r.
Zatem

4 2
aii ar T 3 3

Zwro¢my uwage, ze kazdy cigg arytmetyczny jest monotoniczny.

e Ciag arytmetyczny rosngcy ™ Ciag arytmetyczny malejacy
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Ciag arytmetyczny staly

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RIK8mbBnIZ6CJ

21a_Ciag arytmetyczny_ciag arytmetyczny_nutki
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia arytmetyczny cigg rosnacy, malejacy oraz staty i porownuje te ciagi
do nut zapisanych na pieciolinii.

Twierdzenie: Monotonicznos¢ ciggu arytmetycznego

Jezeli roznica ciggu arytmetycznego jest dodatnia, to cigg ten jest rosnacy. Jezeli roznica
ciggu arytmetycznego jest ujemna, to ciag ten jest malejacy. Jezeli roznica ciggu

arytmetycznego jest rowna zero, to ciagg jest staty i jego wszystkie wyrazy sg rowne a;.


file:///preview/resource/R1K8mbBnIZ6CJ

Polecenie 3

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/PtdYnKhgi

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze kazdy punkt wykresu ciggu arytmetycznego a,, = a; + (n — 1)r lezy na
prostej o rownaniu y = ay + (z — 1)r, czyliy = rx + a; — r, gdzie r oraz a; (réznica

i pierwszy wyraz ciggu) to ustalone dla danego ciggu liczby. Wspotczynnik kierunkowy tej
prostej jest rowny roznicy ciggu. Tak wiec ciag (a,,) jest:

» rosngcy, gdy rosngca jest funkcja liniowa, ktorej wykresem jest ta prosta, a wiec gdy
wspotczynnik kierunkowy r tej prostejjest dodatni, czyli r > 0;

» malejgcy, gdy malejgca jest funkcja liniowa, ktorej wykresem jest ta prosta, a wiec
gdywspotczynnik kierunkowy 7 tej prostej jest ujemny, czyli r < 0;

o staly, gdy stala jest funkcja liniowa, ktorej wykresem jest ta prosta, a wiec gdy
wspotczynnik kierunkowy r tej prostejjest rowny zero, czyli r = 0.

Przyktad 5

Ciag (a,) jest arytmetyczny oraz a; + a5 = 81ias - ag = 19. Oblicz pierwszy wyraz oraz
roznice ciagu (ay,).

Ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego mozemy zapisa¢ wyrazy as, as i ag
w zalezno$ci od a; i r.

Mozemy wtedy zapisa¢ roOwnanie a; + a; = 8, podane w treSci zadania, w postaci
a; + (a1 +4r) = 8.



https://zpe.gov.pl/b/PtdYnKhgi

Stad a; =4 — 2r.
Podobnie mozemy zapisa¢ rownanie ay - ag = 19 w postaci (a; + 7)(a; + 7r) = 19.

W ten sposob otrzymujemy rownanie z jedng niewiadomg r
(4—2r+r)(4—2r+7r)=19.
Przeksztalcamy je w sposOb rownowazny

(4—7)(4+5r) =19,

16 + 167 — 5r? = 19,

—572 +16r — 3 = 0.

Obliczamy wyr6znik tego rownania A = 256 — 60 = 196 > 0.

Zatem rownanie to ma dwa rozwigzaniary = 3 oraz rs = %
To oznacza, ze istniejg dwa ciaggi arytmetyczne, ktorych wyrazy spetniajg podane w tresci
zadania warunki.

Gdyr = 3,toa; =4—2r:4—2-3=—2,agdyr:%,to

a1:4—2r:4—2-%:%.



Cwiczenie 1 @)

Ponizej przedstawiono wzér ogdlny ciggu arytmetycznego a,,, pierwszy wyraz ciaggu a; oraz
réznice ciagu r.
Potacz w pary wzér ogdlny ciggu z odpowiednimi wartosciami ay i .

an:%n_5% al_—5”r‘:—%
__1 1 A
ap = —5n+55 a =951= 5
_ 1 1 _
an = —5n + 55 a=45,r=-95
an:%n—l—él% al—%,r:5
an = 5Tl-—‘1%' ai ::——5,T ::-%
_ _ 1, 41 _ —_1
a, = —5n — 43 ap =971=—5

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2 ®

Uporzadkuj liczby tak, aby uzyskac¢ malejacy ciag arytmetyczny. Ztap element i przesun go
w gore lub w dét.

[\)
|~
214 O

@
114

(\V] ._.lH -
l|eo S SH[SY
L1 O <O

—
=

114

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3

O

Wyrazami nieskonczonego ciagu (a,,) sa kolejne liczby naturalne, ktére przy dzieleniu przez 6
daja reszte 2, a trzeci wyraz tego ciagu as = 56. Oblicz siedemdziesiagty wyraz tego ciagu.

Kliknij w luke, aby rozwing¢ liste i wybierz prawidtowg odpowiedz.

\485”482 458] 454]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4
Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Zaznacz wtasciwg odpowiedz.

Zdanie Prawda
Ciaga, = n®+7 jest ciggiem arytmetycznym. O
Ciag b, = & + 2 jest ciggiem arytmetycznym o rdznicy 2. O
Ciag ¢, = 2n — 3 jest ciggiem arytmetycznym rosnacym. O

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5

®

Liczby a, 2, b, ¢, 3, d w podanej kolejnosci tworza ciagg arytmetyczny. Wyznacz a, b, ci d.

Kliknij w luke, aby rozwing¢ liste i wybierz prawidtowa odpowiedz.

1 1 2 2 2
28] (1) (58] (18] [31) 23]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Cwiczenie 6 O
Pomiedzy liczby 6 i 30 wstawiono siedem liczb, tak aby razem z liczbami 6 i 30 tworzyty ciag
arytmetyczny. Wyznacz te liczby, a nastepnie uzupetnij luki wpisujac wtasciwe wartosci.

Tymi liczbami w kolejnosci rosnacej sa:

‘ ’,‘ ’,‘
‘ ’,‘ ’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7 P
Dany jest ciag arytmetyczny (a,,), w ktérym a;y = 10v/2 + 9orazr = V2 + 1. Wyznacz

rownanie prostej, w ktoérej zawarty jest wykres ciggu (an). Uzupetnij ponizsze zdanie tak, aby
byto zdaniem prawdziwym. Kliknij w luke, aby rozwing¢ liste i wybierz poprawng odpowiedz.

‘y:(\/5-1—3)33—1||y:(\/§+1)x—1||y:(\/g+1)m—2|

y=<\/§+1):c—2

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 8

Ktore z ponizszych wykresdw przedstawiajg wykres ciggu arytmetycznego?
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

(] D

] B

(] A

] C

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9 P
Ktdre z wtasnosci spetniaja wyrazy nieskonczonego ciagu arytmetycznego (a,,)? Zaznacz
wszystkie poprawne odpowiedzi.

D a4 + as = az + ar
() 2a4=a9—ay
[:] as + ar = aio

(] as+ag=2a;

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10 O

Liczby 5, —2, —9 s3 trzema poczatkowymi wyrazami ciggu arytmetycznego okreslonego dla
n > 1. Jaki jest wzér ogdlny tego ciggu? Wybierz prawidtowa odpowiedz.

—Tn — 12

m — 12

o O O

n + 12

O —T™m+12

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 11 ®

Dany jest ciag arytmetyczny (a,,), w ktérym r» = 6 i a;g = 55. lle wynosi pierwszy wyraz
ciggu? Wybierz prawidtowg odpowiedz.

O 5
O 1
O -5

O -1

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 12 O

Ciag arytmetyczny (an) jest okreslony wzorem a,, = 2n + 6. Ktdra z ponizszych rownosci
jest prawdziwa? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O ag+ajp =48
() a¢+ a2 =18
O ag+a;p =28

O a6+a12=38

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 13 O

Ciag arytmetyczny jest okreslony wzorem a,, = 4n — 21. Ktory wyraz bedzie najmniejszym
wyrazem dodatnim tego ciggu? Wybierz prawidtowa odpowiedz.

O a7
Qas
O ae

Oa5

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 14 O
Sprawdz, czy podany ciag jest arytmetyczny. Jezeli tak, to podaj jego réznice. Uzupetnij

ponizsze zdania tak, aby byty zdaniami prawdziwymi. Kliknij w luke, aby rozwing¢ liste
i wybierz poprawng odpowiedz.

° aTL = 77,2_1711
Ciag (an)

ot

nie jest ciggiem arytmetycznym | | jest ciggiem arytmetycznym i jego réznica wynosi 2 ’

nie jest ciggiem arytmetycznym | | jest ciggiem arytmetycznym i jego réznica wynosi —% ’

—_

nie jest ciagiem arytmetycznym | | jest ciagiem arytmetycznym i jego roznica wynosi — 5

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 15 O

Ponizej przedstawiono ciaggi arytmetyczne oraz ich réznice. Potacz w pary wtasciwy ciag wraz
z odpowiadajgca mu réznica.

1 (23,43,63,8%,...)
1 (43,4%,55,5%,--.)
1 (33,3%,43,4%,--)
_9 (35,3,2%,2,...)

2 (55.4%,47,45,-)
1 (52,33, 15, —7»---)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 16 O
Wyznacz wzér ogdlny ciggu arytmetycznego, wiedzac, ze az = % oraz aig = 5. Uzupetnij
ponizsze zdanie tak, aby byto zdaniem prawdziwym. Kliknij w luke, aby rozwinac liste

i wybierz poprawng odpowiedz.

2 3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1 3

Cwiczenie 17 O
Oblicz pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego (an), ktérego réznica jest rownar = —7 oraz
6smy wyraz jest rowny ag = 23. Uzupetnij luke wpisujac odpowiednia wartos¢.

Pierwszy wyraz ciggu wynosi a; =

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 18 O
Wyznacz takie liczby a, b, ci d, zeby ciag (3, a, b, ¢, 8, d) byt arytmetyczny. Kliknij w luke, aby
rozwinac liste i wybierz poprawne odpowiedzi.

|58 )[04 | [o% ] [43 ][54 ][ o3 ][ 4]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 19 @
Oblicz pierwszy wyraz i réznice malejacego ciagu arytmetycznego (a,, ), w ktérym

a2 + ay = —17 oraz as - a5 = 11. Kliknij w luke, aby rozwing¢ liste i wybierz prawidtowa
odpowiedz.

Pierwszy wyraz tego ciagu wynosi , a roéznica wynosi

5| -3]l6]l9][-7] 12

Zrodto: Zespot autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 20 0
Ciag arytmetyczny sktada sie z trzech wyrazéw. Ich suma jest réwna 12, a suma ich
kwadratéw jest rowna 66. Znajdz wyrazy tego ciggu. Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O (2,5,7)lub (7,5,2)

O (1,3,6) lub (6,3,1)

O (1,2,4)1ub (4,2,1)

O (1,4,7)lub (7,4,1)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 21 @
Miary katow w pewnym czworokacie tworzg cigg arytmetyczny. Najwiekszy z katow ma miare
105°. Oblicz miary pozostatych katéw tego czworokata. Uzupetnij luki wpisujac wtasciwe
liczby.

Miary pozostatych katow w kolejnosci malejgcej wynosza

o

’° oraz

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 22 @

Rozwazmy ciagg trojkatéw réwnobocznych, ktérych dtugosci bokdw tworzg cigg arytmetyczny.
Odpowiedz na ponizsze pytania.

a. Czy obwody tych tréjkatéw tworzg cigg arytmetyczny?

b. Czy pola tych trojkatow tworza cigg arytmetyczny?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 23 @

Wykaz, ze jezeli cyfry liczby trzycyfrowej tworzg cigg arytmetyczny, to liczba ta jest podzielna
przez 3.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 24 @
Oblicz, ile wyrazow ma cigg arytmetyczny, w ktérym suma dwoch pierwszych wyrazéw jest
rowna 23, suma dwoch ostatnich wyrazow jest réwna 119, a wyraz jedenasty jest rowny 40.
Uzupetnij luke odpowiednig liczba.

Ten ciag arytmetyczny ma wyrazow.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 25 @

Wykaz, ze jezeli w ciggu arytmetycznym prawdziwe s3 zaleznosci a,, = m oraz a,, = n dla
n # m, to réznica tego ciagu jest réowna (—1).

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 26

Zapoznaj sie z ponizszym apletem i wykonaj polecenia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/PtdYnKhgi

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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