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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Funkcja cosinus powstata przez ztozenie tacinskiego co- (wspolnik, towarzysz) i stowa
sinus. Pierwotnie cosinus byl nazywany complementi sinus, czyli sinus kata dopetniajgcego.
Rzeczywiscie jest on rowny sinusowi miary kata dopetniajgcego. Przedrostek ,ko-" byl
jednak uzywany w stosunku do cosinusa juz w sanskrycie u Aryabhaty. W tym materiale
omowimy wiasnosci funkcji cosinus w kontekscie trojkgta prostokgtnego.

Twoje cele

e Przypomnisz sobie definicje funkcji cosinus w trojkacie prostokgtnym.

e Odkryjesz zaleznosci wystepujace w trojkacie prostokgtnym.

» Wykorzystasz wiasnosci funkcji cosinus do rozwigzywania problemow
matematycznych.




Przeczytaj

Definicja: Cosinus kata ostrego w tréjkacie prostokatnym

Cosinusem kata ostrego w trojkacie prostokgtnym nazywamy stosunek dlugosci
przyprostokatnejlezgcej przy tym kacie do dtugosci przeciwprostokatne;j.

A

Do oznaczenia funkcji cosinus uzywa sie skrotu ,,cos”.

Stosujac oznaczenia z rysunku mamy, ze przyprostokatng lezaca przy kacie a jest bok
o dtugosci b a przyprostokatng lezaca naprzeciwko kata § jest bok o dtugosci a.

b

. . _ o o
Zatem, zgodnie z definicjg, mamy: cosa = - orazcos f = .

Z przyjetych oznaczen wynika, ze 8 = 90° — a, wiec cos(90° —a) = 4
Przyktad 1

Obliczymy wartosci cosinusow katow ostrych w trojkacie prostokatnym z rysunku.




™

Oznaczmy dtugos¢ przeciwprostokatnejjako z.

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy, ze 2% + 52 = x2,

Z rownania wynika, ze 22 =29, zatemz = V29 lubz = —/29.
Poniewaz z > 0, wiec ¢ = V/29.

Z definicji funkciji cosinus otrzymujemy, ze:

2 229
cosa = ——= = ==
V29 29
cos = 22

Wazne!

Dla dowolnego kata ostrego a zachodzi zalezno$c:
0<cosa<l1

Wyjasnienie tej nierownosci mozna zapisa¢ w dwoch krokach:

1. nieréwnos¢ cos o > 0 wynika wprost z definicji funkcji cosinus w trojkacie
prostokatnym,

2. poniewaz w dowolnym tréjkgcie prostokatnym dtugo$c przyprostokatnejjest zawsze
mniejsza od dtugosci przeciwprostokatnej, zatem:

oo

cosa = <§:1.

Wyznaczymy wartosci cosinusoOw niektorych katow ostrych. Wykorzystamy do tego trojkaty
charakterystyczne.
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Korzystajac z definicji funkcji cosinus, otrzymujemy, ze:

o av3
cos30 = 5
cos4h’ = —2_

av?2

° _ _a_
cos60” = 5

Przyktad 2

2cos30°—cos60°
3cos45” :

Wyznaczymy warto$¢ wyrazenia

Po podstawieniu mamy:

2cos30°—cos60° 2'325_% _
3cos45° - 3.ﬁ -
2
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Przyktad 3

Obliczymy iloczyn cosinusow tych katow.

Wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku.
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Wiadomo, ze suma cosinusow katow ostrych w trojkgcie prostokatnym wynosi
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Z rysunku mamy, Ze cos @ =  oraz cos § = <.

Wiadomo, ze cos a + cos f =

Stosujac oznaczenia z rysunku, otrzymujemy rownanie:

(1+2) -2

C Cc

Podnoszac obie strony rownania do kwadratu, mamy, ze:
b a\2 25 2

(e+¢) = (—3 ) :

Po przeksztalceniu rownanie jest postaci:

a’42ab+b> 20

c? 9 °

Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze

. 2
a2 —|—b2 — C2,W1@C c—bc—2ab — %
, . . . , . 2ab __ 20
Rownanie mozemy zapisa¢ w postaci 1 + = =9
ab _ 11 yieca b 11
Zatemc—2 =g Wiec 7 - - = 5+

Po podstawieniu, zgodnie z wczesSniejszymi oznaczeniami, otrzymujemy:
— 1
cosa - cos B = 5.

Przyktad 4



Wyznaczymy dlugosci przyprostokatnych w trojkacie prostokgtnym
o przeciwprostokatnej dtugosci 10, jezeli wiadomo, ze cosinus jednego kata ostrego jest
dwa razy wigkszy od cosinusa drugiego kata ostrego.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:

A

Z warunkéw zadania wynika, ze cos a« = 2 cos  oraz ¢ = 10.

b

. . o o
Z trojkgta prostokgtnego z rysunku mamy, ze cosa = - oraz cos 8 = .

Po podstawieniu do zaleznosci cos a = 2 cos S mamy, ze:
% =22, czylib = 2a.
Z twierdzenia Pitagorasa mamy, ze

2 = a? + (2a)?, wiec ¢ = v/5a.

Otrzymujemy réwnanie 10 = v/5a, zatem a = 21/5.
Przyprostokatne majg wiec dlugosci a = 2v/5 oraz b = 4v/5.
Przyktad 5

Wykazemy, ze jezeli kat a jest ostry oraz cos o = %, toa > 60°.

Wprowadzmy nastepujgce oznaczenia, jak na rysunku:



Z rysunku mozemy odczytac, ze cos o =

o=

Nastepnie dorysujmy, tak jak pokazano na rysunku, odcinek o dtugosci 2 oraz zaznaczmy
kat .

Z rysunku mamy, ze cos [ = %, cooznaczaze 3 =60".
Poniewaz a > (3, wiec a > 60°.

Wazne!



| Funkcja cosinus jest funkcijg malejacg dla € (0,90°).

Stownik
cosinus kata ostrego w trojkacie prostokatnym

stosunek dlugosci przyprostokatnejlezacej przy kacie do dtugosci przeciwprostokatne;



Infografika

Polecenie 1
Zapoznaj sie z infografika, a nastepnie wykonaj polecenie.
Polecenie 2

Wiadomo, ze iloczyn cosinuséw katédw ostrych w tréjkacie prostokatnym wynosi %. Wyznacz

sume cosinuséw tych katow.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Jezelicos(90° — a) = 7, to:

Cwiczenie 2

Potacz w pary wyrazenie z odpowiadajagcg mu wartoscia.

cos30° - cos60°

cos 30° + cos45°

cos 60°
cos45°

cos45°+cos60°
cos 30°

“[S



Cwiczenie 3

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem.

Wybierz wszystkie poprawne wartosci funkcji trygonometrycznych katéw z rysunku.

[ cos(90° — B) = %

(] cos(90 — a) = g

_ 2V5

(] cosB= ==

(] cosa= 27*/5
Cwiczenie 4

Uporzadkuj wartosci funkcji sinus katéw a, B, 7, d tak, aby ich miary byty utoZzone rosnaco:

cos B =0,72 $
0085:% =
cosaz% =
cos'y:% =



Cwiczenie 5
Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Jezeli wartos$¢ cosinusa jednego kata ostrego w tréjkacie prostokagtnym jest dwa razy wieksza

od wartosci cosinusa drugiego kata ostrego w tym trojkacie, a przeciwprostokatna ma

(3v5+5] [ V5] 28]

Cwiczenie 6

Jezeli w pewnym tréjkacie prostokatnym iloczyn cosinuséw katéow ostrych wynosi
kwadrat sumy wartosci tych cosinuséw wynosi:

, to

»Jklr—\

O 15
O 3
O %

Cwiczenie 7 @
Uzupetnij tekst odpowiednig liczba.

W tréjkacie prostokatnym o przyprostokatnych 2v/2 oraz 4 lub w trojkacie prostokatnym

o przyprostokatnych 2v/2 oraz‘ ’ cosinus wiekszego kata ostrego wynosi @
Cwiczenie 8 @

Wykaz, ze suma kwadratow cosinusow katéw ostrych w tréjkacie prostokatnym wynosi 1.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wlasnosci funkcji cosinus

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

1. wykorzystuje definicje funkciji: sinus, cosinus i tangens dla katow od 0° do 180°,
w szczegolnosci wyznacza warto$ci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°, 45°,
60°;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje definicje funkcji cosinus w trojkgcie prostokatnym;
 oblicza wartosci funkciji cosinus dla podanych katow;
o odkrywa zaleznosci dla cosinusow katow ostrych w trojkacie prostokatnym.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;



e zuzyciem e-podrecznika;

e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w Infografice i ¢wiczenia
interaktywne;

» liga zadaniowa.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

e-podrecznik;

komputery z dostepem do internetu dla uczniow.
Przebieg lekcji
Przed lekcja:

Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane podczas
lekcij.

Faza wstepna:

Nauczyciel wprowadza uczniow szczegotowo w temat lekcji: Wlasnosci funkcji cosinusi jej
cele. Moze postuzy¢ sie¢ wyswietlong na tablicy zawartoscig sekcji ,Wprowadzenie”

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie nr 1 w sekciji ,Infografika” - ,Obejrzyj infografike,

a nastepnie wykonaj polecenie” - prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z materiatem.
Uczniowie zapisujg ewentaulne watpliwosci i niezrozumiate aspekty, ktore zostaty
w nim przedstawione - nauczyciel ttumaczy je na forum klasy.

2. Nauczyciel dzieli uczniéw na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajg sie
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizujg przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

3. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen
omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

4. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzuja zadania 3-5 na czas
(od zadania tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktéra poprawnie rozwiaze zadania



jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Wyniki pracy
komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: ,Wtasnos$ci funkcji cosinus” i inicjuje
krotka rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego sie uczniowie nauczyli? Na koniec
prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupetnia informacije.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Wtasnosci funkcji cosinus”).

Materialy pomocnicze:
» Cosinus kata ostrego
Wskazowki metodyczne:

o Medium w sekgciji ,Infografika” mozna wykorzystac jako materiat stuzacy powtorzeniu
materialu w temacie ,Wtasnosci funkcji cosinus”
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