Kula i sfera

Pojecie kuli i sfery. Promien kuli. Odcinki w kuli. Przyktady. Kula jako bryta obrotowa.
Prezentacja multimedialna - obroét potokregu wokoto osi obrotu. Film - banka mydlana jako
przyklad sfery.

Przyktady na przekroje kuli. Pole powierzchni kuli. Przyktady zadan na obliczanie pola
powierzchni przekroi kuli.

Wzor na objetosc¢ kuli. Przyktady i ¢wiczenia na obliczenie objetosci kuli. Prezentacja
multimedialna - wyprowadzenie wzoru na objetos¢ kuli. Animacja - doSwiadczenie
polegajace na wypelnieniu kuli piaskiem z 4 stozkow.

Zadania na obliczanie pola powierzchni kuli, objetosci kuli i dtugosci odcinkow w kuli.
Zadania, w tym zadania interaktywne. Stopniowanie trudnosci.

Zadania na pole powierzchni kuli, objetos¢ kuli, przekroje i odcinki w kuli. Zadania
o srednim stopniu trudnosci, w tym zadania interaktywne.

Praktyczne przyktady wykorzystywania pola powierzchni kuli. Informacja o zwigzku
Archimedesa z polem powierzchni kuli. Prezentacja interaktywna: wyprowadzenie woru na
pole powierzchni kuli. Animacja: obliczenie potowy pola powierzchni pitki .



Kulai sfera

W tym materiale poznamy wilasnosci kuli oraz sfery i wykorzystamy je w zadaniach, rowniez
z kontekstem realistycznym. Bedziemy oblicza¢ objetosc¢ kuli, pole powierzchni kuli, pola jej
przekrojow.

Elementy kuli

Krople rosy, brytki gradu, ziarenka maku swoim ksztattem przypominaja kule.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 1

Jaka bryta powstanie w wyniku obrotu potkola wokot prostej, na ktorejlezy Srednica tego
potkola?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/b/PtndOcHpU
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



https://zpe.gov.pl/b/Ptnd0cHpU

Kule mozna otrzyma¢ w wyniku obrotu kota (lub potkola) wokot prostej, w ktorej zawiera sie
jego Srednica.
Wazne!

Promien tego kota to promien kuli, a Srodek kota - Srodek kuli.

Kule w przestrzeni definiujemy podobnie jak koto na plaszczyznie.
Definicja: Kula

Kula to zbior wszystkich punktow przestrzeni, ktorych odlegtos¢ od punktu, zwanego
srodkiem, jest nie wieksza od dtugosci odcinka, zwanego promieniem kuli.

>

i promien '

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W przestrzeni odpowiednikiem okregu jest sfera.
Definicja: Sfera

Sfera to zbior wszystkich punktow przestrzeni, ktorych odlegtos¢ od punktu, zwanego
srodkiem, jest rowna dtugosci odcinka, zwanego promieniem sfery.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 2




Film dostepny pod adresem /preview/resource/RINsBgNfpWI7u

Kula_4117
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia banki mydlane, ktore sg sferami.

Przyktad 3

Film dostepny pod adresem /preview/resource/R18vwkNCT{OVh

Kula_4118
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


file:///preview/resource/R1NsBqNfpWI7u
file:///preview/resource/R18vvkNCTfOVh

Animacja przedstawia stot bilardowy oraz umieszczone na nim bile, ktore sa w ksztalcie
kul.

Definicja: Cieciwa sfery (kuli)

Cieciwa sfery (kuli) to odcinek o koncach lezacych na sferze. Cieciwa przechodzaca
przez Srodek sfery (kuli), to Srednica.

cieciwa

Srednica

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 1 ®

Promien kuli jest réwny 8,5 dm. Uzupetnij zdania, przeciggajac w luki odpowiednie liczby lub
stowa, lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy rozwijalne;j.

‘Tak’

17 ‘NieHlSHHHlS \16]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przekroje kuli
Przyktad 4

Przetnij pomarancze na dwie czeSci. Jakie ksztalty majg tak otrzymane przekroje?




Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przekrojem kuli jest koto (lub punkt). Jesli plaszczyzna przecinajgca kule przechodzi
przez jej srodek, to otrzymany przekroj nazywamy kotem wielkim kuli. Plaszczyzna ta
dzieli kule na dwie potkule.

koto wielkie

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 5

Pole kota wielkiego kuli jest rowne 0, 167 mm?. Obliczymy $rednice tej kuli.

Obliczamy promien r kota wielkiego kuli.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



7’ =0, 16m,

r? =0, 16,

r = 4/0, 16,

r=0,4 mm,
bo
r > 0.
Srednica d kuli jest rowna érednicy kota wielkiego.

d=2-0,4,

d = 0,8 mm.

Srednica kuli jest réwna 0,8 mm.
Przyktad 6

Promien kuli jest rowny 15 cm. W odlegtosci 9 cm od ptaszczyzny kota wielkiego tej kuli
poprowadzono przekroj. Oblicz obwod tego przekroju.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Aby obliczy¢ obwod przekroju, obliczymy najpierw jego promien 7.



Zauwazmy, ze trojkat utworzony przez promien kuli, promien przekroju i odcinek
laczacy przekroje kuli i prostopadty do nich, jest prostokatny.

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa.

r’ +9° = 15%,

r? =225 — 81,

r =144,

r =12 cm.
Obliczamy teraz obwod przekroju.
2mr = 2w - 12 = 24m.

Obwod przekroju jest rowny 247 cm.

Pole powierzchni kuli
Przyktad 7

Obierz pomarancze. Czy mozesz tak otrzymane skorki roztozy¢ ptasko na stole?

Nie, nie mozesz. Pomarancza ma ksztalt zblizony do kuli, zatem nie jest mozliwe, aby
skorki pomaranczy roztozy¢ ptasko na stole bez ich deformacii.
Ciekawostka

Archimedes (ok. 287 — 212 p.n.e.) byt greckim filozofem, przyrodnikiem i matematykiem.
Odkryt prawo wyporu, zwane dzisiaj prawem Archimedesa. Wynalazt miedzy innymi
organy wodne, wielokrazek, przenosnik Srubowy (urzadzenie do przemieszczania
materiatow sypkich lub cieczy).

Wyprowadzit wzor na obliczenie pola powierzchni kuli, wykorzystujac nowatorskie
pomysty, ktore obecnie wchodza w zakres rachunku rozniczkowego i catkowego.
Archimedes wykazal, ze pole powierzchni kuli jest czterokrotnie wigksze od pola jej kota
wielkiego.

Wazne!




Pole P powierzchni kuli o promieniu R jest rowne:

P = 47 R

Przyktad 8

"'""" » Pole czesci pomalowanej na czarno stanowi potowe powierzchni pitki.

" 1R=3,5dm
7
P=4.22(35y

;rp=4TCR2 TE=22 @

"
. P=154dm?

w 154 dm?: 2 = 77 dm?

$

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RID4ROsvgrgek

Kula_4116
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia rozwigzanie pewnego zadania, w ktorym wykorzystywany jest
wzOr na pole powierzchni catkowitej kuli.

Przyktad 9

Na toczek w ksztatcie potkuli zuzyto 450 cm? filcu. Jaki obwod ma gtowa osoby, dla ktorej
go wykonano?

Obliczymy promien R potkuli, w ksztalcie ktorejjest toczek.

27 R? = 450,

TR? = 225,


file:///preview/resource/R1D4ROsvgrqek

rR—q 22 _ 15
T Nz

Obliczamy obwdd glowy osoby, dla ktorej wykonano toczek.

1
27rR=27r-—5=30\/%z30 3,14 ~ 53.
\/—

s

Obwod glowy osoby, dla ktorej wykonano toczek, jest rowny okoto 53 cm.

Objetosc kuli
Przyktad 10

5. Objetosc pojemnika w ksztakcie kuli jest czterokrotnie wieksza

Z od objetosci pojemnika w ksztalcie stozka.

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RqpxXIxQgvHAV

Kula_4115
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia i uzasadnia wzor na objeto$¢ kuli o promieniu R.

Wazne!

Objetos¢ V kuli o promieniu R jest rowna:

V = —nR3.



file:///preview/resource/RqpxX1xQgvHAV

Ciekawostka

Objetosc¢ kuli mozna obliczy¢ zgodnie z zasadg siedemnastowiecznego matematyka
wloskiego Bonaventury Cavalieriego.

Na podstawie rozwazan Cavalieriego mozna wywnioskowac, ze objetos¢ potkuli
o promieniu R jest rowna roznicy objetosci walca o promieniu podstawy R oraz
wysokosci R i objetosci stozka o promieniu podstawy R i wysokosci R.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/b/PtndOcHpU
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/b/Ptnd0cHpU

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/b/PtndOcHpU
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 11

Kula z ciasta ma promien 1,2 dm. Ile ciasteczek w ksztalcie kulek o promieniu 2 cm
kazde mozna otrzymac z tego ciasta?

Obliczamy najpierw objeto$¢ duzej kuli ciasta.

1,2dm = 12 cm,

V= éw- 123,
3
4
V = —m-1728,
3
V = 230471 cm?®.

Teraz obliczamy objeto$¢ ciasteczka.



https://zpe.gov.pl/b/Ptnd0cHpU

Obliczamy, ile ciasteczek mozna otrzymac z duzej kuli ciasta.

2304 : 32 = 2304 - 3 = 216.
3 32

Z ciasta mozna otrzymac 216 ciasteczek.
Przyktad 12

Objetosc¢ kuli jest rowna 288x. Oblicz pole powierzchni tej kuli.

Obliczamy najpierw promien R kuli.
4 4
—7R3 =2887 | : —,
3 3
R® = 216,

R = /216 = 6.

Mozemy juz obliczy¢ pole powierzchni kuli.

P = 4nR?,
P = 47 .62,
P = 144

Pole powierzchni kuli jest rowne 144.

Ciekawostka



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/b/PtndOcHpU
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2

Uzupetnij ponizsze zdania, wpisujac w luki odpowiednie liczby.

« Pole powierzchni kuli o promieniu 6 jest réwne‘ ’w.

« Pole powierzchni kuli o $rednicy 10 jest réwne‘ ’7r.

+ Pole powierzchni kuli o promieniu 0, 5 jest rc')wne‘ ’71'.
« Pole powierzchni kuli o $rednicy V2 jest réwne‘ ’7r.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3

Promien kuli jest rowny 1%. Oblicz odpowiednie wielkosci, a nastepnie potacz w pary
elementy tak, aby powstaty zdania prawdziwe.

Pole kota wielkiego tej kuli jest rowne %w
Pole powierzchni kuli jest rowne %ﬂ'
Objetos¢ kuli jest rowna %77

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/b/Ptnd0cHpU

Cwiczenie 4

Igloo ma ksztatt pétkuli, ktérej promien zewnetrzny jest réwny 3 m.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
lle wynosi pole powierzchni zewnetrznej tego igloo? Zaznacz poprawna odpowiedz.

() 1447 m?
() 27w m?
() 187 m?

() 367 m?

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5 @

Objetosc¢ jednej piteczki do tenisa ziemnego wynosi 10%# cm?. lle wynosi érednica tej
piteczki? Zaznacz poprawng odpowiedz.

20 mm
80 mm

60 mm

o O O

() 40 mm

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6 O

Pole powierzchni nadmuchanego balona jest réwne 9856 cm?. lle m3 powietrza miesci sie
w tym balonie? Przyjmij ™ = % Wynik podaj z doktadnoscia do 0, 001 m?3.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 7 P

Do pustego akwarium w ksztatcie pétkuli wlano 4 1 wody. Akwarium wypetnione jest teraz w
80% woda. lle dm? szkta uzyto na jego wykonanie? Przyjmij T = 3, 125. Zaznacz poprawna
odpowiedz.

() P=~8,25 dm?
() P~~14,6 dm?
() P~16,3 dm?

(O P~11,2 dm®

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8 ®

Potacz przyczyne z odpowiednim skutkiem, korzystajgc ze wzoru na objetos¢ kuli.

promien zmniejszono dwukrotnie objetos¢ zmniejszy sie 27-krotnie
promien zwiekszono pieciokrotnie objetos$¢ zwiekszy sie 8-krotnie
promien zmniejszono trzykrotnie objeto$¢ zmniejszy sie 8-krotnie
promien zwiekszono dwukrotnie objetos¢ zwiekszy sie 125-krotnie

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9 P

Oblicz pole powierzchni i objetos¢ kuli w podanych przypadkach. Uzupetnij ponizsze zdania,
przeciggajac w luki odpowiednie liczby lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy
rozwijalnej.

..............

..............

..............

o] [100] [ 2 (31

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10 O

Swieczke w ksztatcie walca o $rednicy podstawy réwnej 6 cm oraz wysokosci 18 cm
przetopiono na $wieczke w ksztatcie kuli. Oblicz promien tej kuli. Wynik podaj z doktadnoscia
do 0,01 cm. Zaznacz poprawng odpowiedz.

R=+/121,5 ~ 4,90 cm

R= Y1215 ~ 5,00 cm

o O O

R = /121,5 ~ 4,95 cm

() R=+¥/125,5~5,05 cm

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 11

®

Promien kuli jest réwny 15 cm. W jakiej odlegtosci od ptaszczyzny kota wielkiego tej kuli

poprowadzono jej przekroj, jesli obwadd tego przekroju wynosi 247? Zaznacz poprawng

odpowiedz.

() 12 cm

() 6 cm

(O 3 cm

(O 9cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 12

®

Pole powierzchni catkowitej pétkuli wynosi 607r. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catej kuli.

Zaznacz poprawng odpowiedz.

1705

O Objetosc jest rowna =——, pole wynosi 907

O Objetos¢ jest réwna 140\/5

O Objetosc jest rowna 150\/5

O Objetosc jest rowna 160*/_

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13

=——r, pole wynosi 607

=227, pole wynosi 707

=221, pole wynosi 807

®

Kule o $rednicy 10 cm przecieto na dwie jednakowe czesci. Jakie pole powierzchni ma kazda

z otrzymanych potkuli? Uzupetnij ponizsze zdanie, wpisujac w luke odpowiednig liczbe.

Pole powierzchni otrzymanych potkul wynosi

e em?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 14 ®

Z kuli o promieniu 5 cm odcieto czasze w odlegtosci 3 cm od $rodka kuli. Oblicz stosunek
pola powierzchni otrzymanego przekroju do pola kota wielkiego. Uzupetnij ponizsze zdanie,
przeciagajac w luke odpowiednia liczbe lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy
rozwijalnej.

14 | [ 16 |[ 14 |[ 16
20 25 25 20
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15 ®

Przekrdj osiowy kuli ma pole powierzchni réwne 167. Oblicz pole P powierzchni i objetosé¢ V'
tej kuli. Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

P=62mV =2g

P=66mrV =287

o O O

P=60rV=22r

O P=64m, V=207

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 16 O

Obwadd kota wielkiego kuli jest réwny 167. Jakie pole powierzchni ma ta kula? Zaznacz
poprawng odpowiedz.

O 32V3n

() 2567
O 8\/§7T

O 24+/3n
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 17 O

Koto o obwodzie 207 obraca sie wokét swojej srednicy. Jakie pole ma koto wielkie otrzymanej
kuli? Uzupetnij ponizsze zdanie, wpisujac w luke odpowiednig liczbe.

Koto ma pole TL.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 18 @

Jaka figure otrzymamy, obracajac okrag wokot jego Srednicy?

Zrédto: Zespot autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 19 @

Do pojemnika w ksztatcie szeScianu o krawedzi 10 cm wtozono kulke o $rednicy 6 cm. Jaka
cze$¢ pojemnosci szeScianu zajmuje kula? Uzupetnij ponizsze zdanie, przeciggajac w luke
odpowiednig liczbe lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy rozwijalnej. Przyjmij
n=3,14.

Kula zajmuje ! ' pojemnosci szescianu.
11340 11304 11430 11304
100000 100000 1000 10000

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 20 @

Do menzurki w ksztatcie walca o $rednicy podstawy réwnej 12 mm wrzucono metalowg
kulke o promieniu 2 mm. lle wody nalezy wla¢ do tej menzurki, aby kulka byta zakryta?
Przyjmij m = 3, 15. Uzupetnij ponizsze zdanie, przeciggajac w luke odpowiednia liczbe lub
kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy rozwijalne;j.

435,7 || 412,5 || 420 | | 407 |

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 21 @

Niech Vi bedzie objetoscig kuli o promieniu R, a Vs objetoscig stozka o promieniu podstawy
R oraz wysokosci tez R. Oblicz stosunek Vi : V. Zaznacz poprawna odpowiedz.

Yo _ 6

o O O
=)=
I

Ve _
O =4
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 22 @

Kula i stozek maja jednakowe objetosci. Kula ma promien dtugosci 6 cm. Promien podstawy
stozka ma dtugos$¢ 8 cm. Oblicz wysokos¢ stozka. Uzupetnij ponizsze zdanie, przeciagajac
w luke odpowiednig liczbe lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy rozwijalnej.

13,0 ][ 12,0 [12,5 ] 13,5 |

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 23

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Zdanie
Przekroj kuli moze by¢ punktem.
Kazdy przekroj kuli jest okregiem.

Objetosc kuli jest proporcjonalna do szeScianu promienia
kuli.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Prawda

Fatsz



