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Na powyzszych wykresach mozna zauwazyc¢, ze krzywe bedace wykresami niektorych
funkciji zblizajg si¢ do pewnych prostych. Proste te nazywamy asymptotami. Nie sg one



czescig wykresu, s pomocne przy szkicowaniu wykresow funkciji. W tym materiale
dokladnie omoéwimy asymptoty funkcji homograficzne;.

Twoje cele

e Rozpoznasz asymptote funkciji.
 Wyznaczysz asymptoty wykresu funkcji f(z) = %,z # 0 na podstawie wykresu tej

funkciji.

 Wyznaczysz asymptoty wykresu funkcji f(z) = =, z # 0 na podstawie wzoru
funkcii.

« Wyznaczysz asymptoty wykresu funkcji f(z) = 2% + g na podstawie wzoru
funkci.

« Wyznaczysz asymptoty wykresu funkcji f(z) = 2% + g na podstawie wykresu
funkcii.

« Wyznaczysz asymptoty wykresu funkcji f(z) = % na podstawie wzoru funkcji.

o Wyznaczysz asymptoty wykresu funkcji f(x) = ‘;ﬁg na podstawie wykresu funkcji.




Przeczytaj

Definicja: asymptota krzywej

Prosta jest asymptotg danej krzywej, jesli dla punktu oddalajgcego si¢ nieograniczenie
wzdhuz krzywej odlegtos¢ tego punktu od prostej dgzy do zera. Asymptota funkcji to
asymptota krzywej stanowigcej wykres funkciji.

Przyktad 1

Ponizszy rysunek przedstawia wykres funkciji f(z) = 2.

Wyznaczymy rownania asymptot.

Rozwiazanie

Wykres funkcji posiada dwie asymptoty: pionowg - o rownaniu & = 0 (zielona
przerywana linia) oraz poziomg - o rownaniu y = 0 (pomaranczowa przerywana linia).

Reguta: 1

Wykres kazdej funkciji postaci f(z) = =, dlaa # 0iz # 0 posiada dwie asymptoty -
pionowa o rownaniu x = 0, oraz pozioma o rownaniu y = 0.

Zauwazmy, ze funkcja nie jest okreslona dla = 0 i wlasnie prosta o rownaniu z = 0 jest
asymptotg pionowa. Podobnie funkcja nie przyjmuje wartosci y = 0 i prostay = 0 jest




asymptota pozioma.
Przyktad 2

Wyznaczymy rownania asymptot wykresu funkcji f(z) = wf?) — 2.

Rozwiazanie

Wykres funkciji f(z) = mf?) — 2 powstaje w wyniku translacji wykresu funkcji g(z) = =

o wektor [3, —2|. Przesunieciu ulegajg rowniez asymptoty.

Rownanie asymptoty pionowej: x = 3.
Rownanie asymptoty poziomej: y = —2.

Ponizszy rysunek przedstawia opisang sytuacje.
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Wazne!

Zauwazmy, ze wraz z przesuni¢ciem asymptot zmianie ulegta dziedzina i zbior wartosci
funkciji.

Dy =R\ {3}
ZWy =R\ {—2}
Reguta: 2

a

Asymptotami wykresu funkcji f(z) = o

+ g s3 proste o rownaniach:


javascript:void(0);

e T = p - asymptota pionowa,
e Yy = g - asymptota pozioma.

Zauwazmy, ze funkcja nie jest okreslona dla z = p i wlasnie prosta o rownaniu z = p jest
asymptotg pionowa. Podobnie funkcja nie przyjmuje wartoSci y = gi prosta y = g jest
asymptota pozioma.

Przyktad 3

Wyznaczymy réwnania asymptot wykresu funkcji na podstawie jej wykresu.
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Rozwiazanie
Rownanie asymptoty pionowej: x = —1.
Rownanie asymptoty poziomej: y = 4.
Przyktad 4
Wyznaczymy rownania asymptot wykresu funkcji f(z) = ——= + 3.
Rozwiazanie

Zgodnie z regulg 2:
rownanie asymptoty pionowej: £ = —5,

rownanie asymptoty poziomej: y = 3.



Przyktad 5

Wyznaczymy rownania asymptot wykresu funkciji f(z) = *ﬁ;‘r’ :

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ asymptoty wykresu funkcji f(z) = _ﬁj’ nalezy wzor funkcji

przeksztalci¢ do postaci kanonicznej:

_ —da-5 _ —AA2)43 3
f(a:) = mi? - §+2 =—4+ z+2 "
Rownanie asymptoty pionowej: £ = —2.
Roéwnanie asymptoty poziomej: y = —4.
Stownik
translacja

przesunigcie rownolegle



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacja multimedialng oraz rozwigzaniami zadan. Na ich podstawie wykonaj

Polecenie 2 3.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DUvMpmLRS


https://zpe.gov.pl/a/DUvMpmLR5

Polecenie 2
3z—5
2x+4

Asymptotami wykresu funkcji f(x) = sg proste o rownaniach:
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(] z=-2
Polecenie 3

Potacz w pary wzory funkcji ze wzorami asymptot wykreséw tych funkcji.

flz) = 55° T=2y=—4
f(m):2x$+_43 37:4’?12%
f(ZIJ) = ;r__Sg z=—-2,y=4
f(z) % zr=—-4y=2



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Asymptota pionowa wykresu funkcji f(z) = mis — 3 ma réwnanie:
O y=-3
O y=3
() z=-3
O z=3
Cwiczenie 2
Asymptota pozioma wykresu funkcji f(z) = — miz — 2 ma réwnanie:

O y=2

O z=-2

() =2

O y=-2




Cwiczenie 3

Wskaz réwnania wszystkich asymptot wykresu funkcji:

) y=1
) z=-1
) y=-1
() z=1



Cwiczenie 4

Pogrupuj funkcje ze wzgledu na rownania asymptot. Kliknij w odpowiedz, aby wyswietli¢ liste
i wybra¢ odpowiednia grupe lub przeciagnij odpowiedz do odpowiedniej grupy.

Funkcje, ktérych asymptota ma rownanie x = 4:

f@) =2 +4][ 1) = 2 |
f(z) = xi4 +4’

f(w):_mi4 _4’

Funkcje, ktérych asymptota ma réwnanie y = 4:

Cwiczenie 5

Uzupetnij zdania. Kliknij w luke, aby wyswietli¢ listy i wybraé prawidtowa odpowiedz lub
przeciggnij odpowiednia odpowiedz w luke.




Cwiczenie 6

Na postawie wykresu wskaz wzor funkcji.
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O g(CB) o m—li-3 +3
O g(x)=5+3
Cwiczenie 7
43

Wyznacz rownania asymptot wykresu funkcji f(w) = o3

Réwnanie asymptoty poziomej: y = ‘ ’

Réwnanie asymptoty pionowej: ¢ = ‘ ’




Cwiczenie 8 @

Potacz w pary wzory funkcji ze wzorami asymptot wykreséw tych funkcji.

g(z) = 55 z=0
f@) = =" y=—5
w(z) = 9;15 x=25
h(z) = 21 y=0
Cwiczenie 9 @
Wyznacz réwnania asymptot wykresu funkcji f(z) = =22+, Narysuj wykres tej funkcji.



Dla nauczyciela

Autor: Gabriela Pendyk

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownania asymptot funkcji homograficznej
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje. Zakres podstawowy.

Uczen:

13) postuguije sie funkcjg f(x) = %, w tym jej wykresem, do opisu i interpretacji zagadnien
zwigzanych z wielkoSciami odwrotnie proporcjonalnymi, rowniez w zastosowaniach
praktycznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza roOwnania asymptot na podstawie wzoru funkcji homograficznejw postaci
kanoniczej;

e wyznacza rownania asypotot na podstawie wykresu funkcji homograficzne;j;

e wyznacza rownania asymptot na podstawie wzoru funkcji homograficzej w postaci
ogolne;j.

Strategie nauczania:
o konstruktywizm.

Metody i techniki nauczania:



o dyskusja;
e burza mozgow;
« lekcja odwrocona.

Formy pracy:

e pracaw grupach;
o pracaindywidualna.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu;
» projektor multimedialny;
» tablica interaktywna/tablica, pisaki/kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z sekcja ,Wprowadzenie”.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

3. Uczniowie przypominajg najwazniejsze informacje dotyczgce rysowania
i przeksztalcania wykresow funkcji homograficzne;j.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 5 grup. Kazda grupa ma zapoznac si¢ z jednym
przykladem z sekciji ,Przeczytaj’, a nastepnie przedstawic¢ przyktad pozostaltym
uczniom.

2. Nauczyciel w razie potrzeby pomaga uczniom w wyjasnianiu zagadnienia.

3. Nastepnie uczniowie pracuja indywidualnie - zapoznajg si¢ z prezentacjg
multimedialng i wykonujg wskazane polecenia oraz rozwigzujg ¢wiczenia 1 - 4 w sekcji
»Sprawdz sie”. W razie pytan nauczyciel wyjasnia niejasnosci.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych
przez nauczyciela.

2. Uczniowie okres$laja, co bylo dla nich trudne lub niezrozumiate, a nauczyciel udziela
wyjasnien.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, ocenia aktywno$¢ uczniow.

Praca domowa:

Uczniowie maja za zadanie wykonac¢ ¢wiczenia 5 - 8 zawarte w sekcji ,Sprawdz sie”.



Materialy pomocnicze:

» Przesuniecia wykresu funkcji wzdtuz osi uktadu wspotrzednych
o Wykres funkcjiy = -

Wskazowki metodyczne:

e Prezentacje multimedialng mozna wykorzystac¢ jako powtorzenie i utrwalenie
wiadomosci z dziatu funkcja homograficzna.

e Prezentacje multimedialng mozna rowniez wykorzysta¢ w realizacji lekcji ,R6zne
rodzaje asymptot”.
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